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CAPVT I.

DE

INTECRATTONE FORMVLARVM DIFFERENTIA-
L 1VM SECVNDI GRADVS SIMPLIC1VM.

Definitio.

706.

Pofids binis variabilibus x et y, fi vocetur d/—pdx et

dp — qdx
,
aequatio quaecunque, relationem inter quan-

titates x, y, p et q definiens, vocatur aequatio differentialis

fecundi gradus inter binas variabiles x et y.

Corollarium 1.

707. Quemadmodum ergo littera p implicat ratio-

nem differentialium primi gradus, dum eft p— ita littera

q — 12 implicat rationem differentialium fecundi gradus. Sum-

to enim vt vulgo fieri folet, elemento d x conftante
,

erit

dp — *±2
,
ideoque q =:

Corollarium 2.

708. Quatenus ergo in aequatione propofita littera

q ineft, eatenus ea eft differentialis fecundi gradus. Si enim

q abeffet, ob folam p effet tantum differentialis primi gradus;

ac fi neque p neque q ineffet, aequatio foret inter x et y ,

neque quicquam praeterea quaereretur.

Corollarium 5.

709. Methodus ergo defideratur, propofita aequatio-

ne quacunque praeter binas variabiles x et y^ etiam quantita-

A a tes
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+ CAPVT I.

tes b — l2 ttq — s~£ inuoluente, inueniendi relationem in-

ter ipfas x et /, vnde pateat, qualis / Iit fundtio ipfius x,
feu viciffim.

Scholion i.

710. Hoc modo litteram q introducendo aequationes

differendo - diflferentiales a conditione illa, qua quodpiam dif*

ferentiale primi gradus pro conftante affiimi folet, liberantur.

Cum enim ad meras quantitates finitas reuocentur, quae ra-

tionem diffcrentialium primi gradus exprimunt, confidcratio

differentialis conftantis ne locum quidem habere poteft. Quan-
do ergo aequationes differendo - diflferentiales more folito ita

exhibentur, vt quodpiam diflferendale conflans fit affumtum

,

introducendo litteras p — ^2 et q— fpecics diflTerentiali-

«m penitus tollitur, dum aequatio tantum quantitates finitas

compleditur. Atque etiam vicifiim propofita aequatione inter

quantitates finitas jr, /, />, ea ad formam vulgarem infinitis

modis reduci poteft, prout aliud atque aliud diflferendale pro

conftante aflfumitur, quae tamen omnes formae fpccie diuerfae

inter fe perfedte conueniunt, quin etiam nullo diflferendali

conftante aflumto euoludo in formam folitam fieri poteft.

Scholion 2.

711. Primum igitur breuiter exponi conueniet, quo-

modo aequatio more folito per differendalia fecundi gradus

expreflfa ad formam noftram reduci queat, quodcunque diffe-

rentiate conflans fuerit aflumtum. Sit dr hoc differentiate pro

conftante fumtum, cuius ergo rado ad e)x, ob zzp, per

p et forte ipfas variabiles x et / datur; ponatur ergo ds
ni) 3 x, \t v fiat quantitas finita. Iam cum in aequatione

occurrant ddxet ddy, vel alterutrum faltem, loco ddx feriba-

tur dsd.~) qqia, ob dr conftans fit vdque dr .d.

z

ddx.

Erit
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C A P V T I. 5

Erit ergo 33* =tisd .
* — — . Simili modo loco Bdy

feribendo 3 j . 3. =i 3; 3
.
£,""fiet 3 3 y = 9'Wt- .

Cum igitur per p, * et ^ detur, erit

* 3v = M3*-^N3/-hP3/>:=3*(M-t-Ni>-f-Pf)>

ob 3^
—

'y 3x, ficque fiet

adx= -^(M+ Np+Pj) et

d dy ~ a *l (q V — M p — N' p*— P p ?),

hique valores loco ddx et 33 y fubftituti in aequatione tantum

differentialia primi gradus relinquent, quibus omnibus ad 3 ar

redu&is , aequatio per diuifionem prorius a differentialibus li-

berabitur. Deinde vicifiim huiusmodi aequatio inter x 9 f 9 p
et q propofita in formam folitam, fumto quopiam elemento 3 s

conflante, euoluetur, fi primo pro p vbique icribatur |-|, loco

q autem JL ?) . ±2 — ixidy—
,

vbi quidem nullius adhuc

elementi conflantis ratio tft habita. At ob os ~ vox con-
%

flans, infuper erit

vddx dvdx — o, feu ob 3v =: Mdar -t- P3.

v33x-HM3jr*-t-N 3 jt 3 .y -h

=

o,
d X

vnde, pro lubitu vel ddar vel 3 3y elidi poteft, neutro au-

tem elifo infiuitae formae aequiualentes exhiberi poliunt,

Scholion 3.

712 . Hinc ergo praeflantia formae finitae, ad quam

hic aequationes differentio- differentiales rcuocamus, prae more

folito eas exhibendi luculenter perfpicitur; cum eadem aequa-

tio more folito infinitis modis, prout aliud atque aliud ele-

mentum conflans alfumirur, repraelentari pnflit, dum noftro

more eadem aequatio femper ad vnicam formam reducitur.

Quodfi ergo noftro more aequationes prodeant diuerlae, cer-

A 3 tu®
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6 CAPVT I.

tum eft iis quoque diuerfas relationes , inter variabiles x et y
exprimi, cum contra iolito more diuerfiffimae aequationes dif-

ferendo- differendales eandem relationem indicare queant, ex

quibus plerumque difficile eft eam eligere, quae ad refolutio-

nem maxime fit accommodata. Cum igitur hic eiusmodi me-

thodus requiratur, cuius ope propofita quacunque aequatione

inter quaternas quantitates jr, y , p et y, relatio inter binas va-

riabiles x et y definiri queat, quoniam haec quaeftio vires

humanas fuperare videtur, a cafibus fimpliciffimis erit exordi-

endum. Cafus autem fimplicilfimi fine dubio funt, quando

in aequatione propofita duae tantum inlunt quantitates, fcili-

cet vel x et q tantum, vel y et q, vel p et q; hoc eft fi q
aequetur fundioni vel ipfius .*•, vel ipfius y, vel ipfius p tan-

tum j quos cafus in hoc capite euolueie conftituimus.

Definitio.

713. Formula differendo - differentiatis fimplex eft,

quando pofito dy—pdx et dp—qdx- quantitas q aequa-

tur fundioni vel ipfius x , vel ipfius y ,
vel ipfius p tantum.

Corollarium 1.

714. Triplices ergo habemus formulas differentio-diT

ferentiales fimplices, quarum refoludonem in hoc capite do-

ceri conuenit, prout quantitas q vel per fundionem ipfius p f

vel ipfius x, vel tpfius y tantum determinatur.

Corollarium 2.

7 * 5 - Si ergo X denotet fundionem ipfius ar, Y ip-

fius y, et P ipfius p tantum, terna genera harum formularum

fimplicium funt i) q
— X, 2) q

— Y, 3) ? = Pj ia quibus

continetur cafus fimpliciffimus q — Conft.

Corol-
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CAPVT I. 7

Corollarium 3.

716 . Si has formulas more folito exprimere velimus,

ob q= if — i- d. p1

, fumto elemento d x conftante , erit

o — *J-2

1

fumto elemento dy conftante, erit q
~— illi* ;

nullo autem fumto conftante, erit q
~ aJLii2L=-i2i25, quibus

fimplicitas earum formularum haud mediocriter offufcatur.

Corollarium 4.

717. Si elementum y/ (d x* +• d y*) , quod faepe fit^

conftans accipiatur , erit djrdd.v-l-drddj' — o; vnde po-

ftremus valor ipfius q , vel ob d dy=— ~~ abit ia

g —— (3x*
, vel ob d d x zz — i2l±2 abit ia

« d x» i y i*

“
<*x*

Scholion.

718. Repudiata ergo penitus vulgari ratione aequatio-

nes differendo - differentiales exprimendi , quippe qua formu-

lae in fe fatis fimplices vehementer complicatae euadere pos-

fent, ratione hic ftabilita vtamur, indeque refoluuonem huius-

modi formularum fimplicium doceamus.

Problema 92.

719. Polito 9 y — p d x et dp—qdir, fi q aequetur

fun&ioni cuicunque ipfius p , inuenire relationem inter ipfas

variabiles x et y.

Solutio.

Sit ergo q
— P, denotante P funftionem quamcunqu*

ipfius.p: quoniam igitur eft q~~|, erit dpzPdx, fimcque

d x — i* , et dy — p d x ~ tll.

Ex
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s CAPVT l

Ex quo confequimur integrando

*•— a ct y— b J

ita vt tam x-, quam y per eandem nouam variabilem p deter-

minetur. Atque eum duae nouae conflantes a et b per du-

piiccm integrationem fint introdudae, hoc integrale pro com-

pleto erit habendum.

Corollarium i.

720. Aequatio yr P, cuius integrationem hic tradi-

dimus, fi in formam confuetam, fumto d x conflante, refolua-

tur, ob q— yL?, transmutabitur in B By ~ B x*f: quae

eft aequatio differendo - differentialis, in qua ipfae variabiles x
et y non occurrunt.

Corollarium 2.

721. Talis quoque forma prodit, fi elementum By
vel alia expreflio differentialis , in quam ipfae x et y non in-

grediuntur, velud / (d x2 H- By*) pro conflante fumatur. Hoc
„ergo modo omnis aequatio differendo - differentialis in quam
ipfae variabiles x et y non ingrediuntur, integrari poterit.

Corollarium 3.

722. Sin autem hoinsmodi elementum y B x— xBy
conflans affumatur, vt^dd.*

—

x.B-dy —-o^ ob

q
— ±.B.

s-2 — fiet" 3x dx ox> ’

„ ( , 3 x — x d y) ) 3 x ( y 3 r— y 3 /y 1 3 3 ji

* x d x* ydx 1

quae expreflio , fi aequetur funtfioni ipfius p — ^ ,
integrari

poterit.
— xk

Corol-
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CAPVT r.

Corollarium 4.
723. Si fuerit P quantitas conflans, vt fit q-f , erit

x — a-f--L et j =
vnde fit

y— b-h{(x— o)% feu y— \fxx— afx-t-\aaf-*-b y
1

feu mutata forma conflantium y =.\f x >r + Cr + D.

Scholion.

724. Cum fcilicet aequatio differentio - differentialis

duplici integratione indigeat, fi vtraque omni extenfione infti-

tuatur, duae nouae conflantes arbitrariae introducuntur; in quo

criterium , num huiusmodi integrale fit completum , confiftit.

Quemadmodum enim aequationum differentialium primi gradus

integratio completa vnam conflantem arbitrariam implicat , ita

fi aequatio differentiatis fuerit fecundi gradus, binae conflantes

nouae in integrale completum ingredientur , ternae autem ac

plures , fi aequatio differentialis fuerit tertii altiorisue gradus.

Problemata autem, quorum refolutio ad huiusmodi aequationes

differentiales altiorum graduum deducunt
, natura (ua ita funt

comparata, vt folutionis determinatio totidem conflantes requi-

rat. Ita in aequatione ?“/, feu fumto dx conflante, ddy
zzzfdx'1

, aequatio integralis completa v~{fxx-hCar-f-D
duas conflantes nouas C et D inuoluit

, quod etiam in fub-

iundis exemplis patebit.

Exemplum 1.

725. Aequationis differentio - differentialis addy~dxdy y

in qua elementum d x conjlans ejl fumtum , integrale completum

inuenire.

Pofito d y — p d x et dp — qd x, erit ddy — qd x%
hincque a q zzz et P — Quocirca integratio praebet

Vol. II. B *=
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10 CAPVT I.

x —f-i — C -f- a Ip et y —fa dp zzz D -f- a p. .

Cum igitur fit

p — izzJZ erit x = C -f- a I ZzrJl

quae efl: aequatio integralis completa binas conflantes C et D
inuoluens.

Exemplum 2 .

7 26. Po/no d x conflante, inuenirc aequationem inter x

et y, vt fiat — a.

Pofito dy —p d x, ob d x conflans, erit ddy— dpdx,
ficque noftra aequatio efl

!-

—

* '

'— p d x — a, vnde fit

— a dp ^ — a p dp
d x — 1~~

3
et dy =, ——

3
.

( 1 +/>/>)’ C n-pp/
Per integrationem ergo nancifcimur

xz=A — a p
V (I -t- f f)

, et y
~ B -f-

vnde concludimus

(A — x)'-h(y— B)* = aa.

,
v 1 j f p)

*

Corollarium.

727.

Si x et y denotent coordinatas re<flangulas lineae

curuae ,
formula exprimit eius radium

ofculi ,
qui ergo vt fit conflans — a , aequatio integralis in-

venta circulum radio a defcribendum indicat.

Exemplum 3.

728

.

Pofito ds-Y (3 r*+ 9 /) eoque fumto conflante ,

inuenire aequationem inter x et yt
vt fiat

Pona-
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CAPVT I.

Ponatur dy ~ p d x ,
erit d s == d x / (i ~h p p) ,

et

ob 9/ conflans

= feu

33 *=: ii j;

vnde aequatio propofita abit in

H x* 1/(1 -*• (i h- p *) feu

a* — ~ n?
?—

3
,

et a^= , ergo

p(*H-pp/ (r-hpp/

r = p—
At pro illa formula ftatuatur p—\, eritque

^ orrJr oSr a ? r"
"TTS-Zo-ro (l _ rr/

-v U i r u r ** ^ ~ ^ '

*,-
(, +»r

^

" rrj (+"/
rnde fit integrando

x = C— +<i/[r-*-/(«+rr)], feu

V — c i -j-fl/L±HOl±_PJL'.* — Vli + ff) • f

Exemplum 4.

729 . Po/fto a /= v (a JC*H- ay), bocque elemento fum-

io conflante, fieri oporteat
d

J^ — a Ang. tang. ^2.

Si fiat vt ante a^^pa*, orietur haec aequatio in-

tegranda
i

a.v (i -4-p P) __
fl Aog . tang. p }

feu

ap
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xft CAPVT I.

— a d p .

dx — Ang. tang. p ,
et

( 1 + P P'f

7)y
— ~ a P ^

P

^

Ang. taDg. p,

( i + p py
Cum nunc fit 5. Ang. tang. p ~

t

-

p̂p y erit

— ap
x— r Ang. tang. P — a

j
f P*P

/C 1 -+-PP)
f

(1 -hppy
a

y Ang. tang. p — a

^

I'

9 p

V (i+pp)
(r +pp)'

et

Quamobrem colligimus

£—
,

— '"P
,
Ang. tang. p , et

V(i-f-pp) rTi-hpp) ° o ri

-+-
yin-ff) vu-t-pp)

Ang. tang. p.

Corollarium i.

730. Si x fit abfeiffa et y applicata curuae
,

radius

ofculi proportionalis ede debet angulo
,

quem curuae tangens

cum axe conftituit; vnde patet -hanc curuam fore quandam
fpiralem, circa originem abfciflarnm fe euoluentem.

Corollarium 2.

731. Si angulus ille, cuius tangens — p ,
ponatur

= <P, erit p — tang. (p, hineque

x ~ C — a cof. <P— a 0 fi n. <$>, et

y
— D — a fin. <p -f- a (P cof. cp

;

vnde colligitur

_ x cof. <P -f-y fin. <P
~ C cof. <p 4- D fin. <p— a.

Corol-
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CAPVT I. *3

Corollarium 5.

732. Vt fumto — ambae x et y euanefcantj

fumi debet C ~a et D = o, eritque

x — a— a cof. 0— a fin. et

y —— a fin. 4> -+- <* 4> cof. 0 >

nde quamdiu angulus 0 eft minimus, erit

x—— i a 4> 4- i a^ et .7=— •

ideoque proxime

fy — -\a, feu yy—— *£9JC*

9 a

Problema q?.

733. Pofito 3y — p 3 x et dp ~ q 3 x , fi quantitas

q aequetur fundioni ipfius ar, quae fit X, definire relationem

inter binas variabiles x et /.

Solutio.

Cum ergo fit q r X , erit q d x — d p — X d x , vnde

integrando colligimus p —fXd *r-f-C, atque hinc ob 3y "
p 3 x adipifcemur

y —/a x/X a * -f- C a- + D.

At eft

/dx/Xdx=:xfXdx—fXxdx,
rti fumendis difFcrentialibus fponte patet. Quare aequatio in-

tcgralis completa relationem inter binas variabiles x et y con-

tinens eft

y ~ x/X a x—/X arSar-f-Car-l-D

duas conflantes arbitrarias C et I) inuolucns. Quae ergo erit

algcbraica , fi ambae formulae differentiales Xdx et X x 3 .r

integrationem admittant.

B 3 Co-
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«4 CAPVT I.

Corollarium i.

734. Qnodfi ergo fit q — o, feu fumto 9* conflan-

te, 9 9^ — 0 , vt fit X= o, erit aequatio integralis completa

y — C x -f- D.

Corollarium 2.

735 . Aequationes ergo differendo -diflferentiales, quas

hoc modo integrare licet, fumto 9 x conflante, in hac forma

ddy~Xdx* continentur, vnde prima integratio praebet

dy x/Xd x h- C, et altera y~fd xfXd x C x -+~D.

Corollarium 3.

736 . Sin autem differentiale 9y capiatur conflans ob

p — t?, erit 9p — — — 9 d x

,

et forma aequationum

hoc modo integrandarum erit — dy 9 9 x ~ Xd x3
.

Corollarium 4.

737 . Quodfi elementum 9 j nz •/ (9 x* -+- dy*) fit con-

flans, ob dxddx-h dy d dy — o, erit

3 p — ixii y — 3 yd)x — — j» s 3 x — * ^ x.“ d x 1 a xi d y 7
*

Hinc forma aequationum hoc modo integrandarum efl

— 9rI 99ar~X9ar3 9y.

Vel cum etiam fit ,

9 p — q 9xr 7 d X* 7

ea erit 9 s' 9 dy — X 9 x*.

Scholion.

758 . Hic manifeflum efl, quantum interfit aequatio-

nes differendo - differentiales a forma folita , vbi elementum

quodpiam conflans efl affumtum
,

ab hac conditione liberare

et
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CAPVT I. *5

et ad formam hic 'ftabilitam reducere. Si enim proponatur

haec aequatio 3 j* 3 3 y — X 3 *4
, in qua elementum 3 s~

j/(3 ** -f- 3j*) conflans fit aflumtum, haud facile patet, quo-

modo eius integratio fit fufcipienda. Noftra autem methodo

,

fi ponamus d y — p d x 9
vt fit

d s = d x y' (i p p) et ddj—pddx-{-dxdp 9

induit ifla aequatio hanc formam

3 x' (i -+- p p) (p 3 3 x -b 3 x 3 p) — X 3 .v
4 feu

(p 3 3 * -f- 3 * 3p) (i -f-p p) = X 3 *\

At quia 3/, ac proinde quoque 3 j* — 3 x2
(i -+• p p) efl con-

flans, erit

33*(i-t-pp)-+-p3.x, 3p:=o, feu 33*=: - ?£* ? £
,

ideoque

p33.r-|-3*3prr

ira vt fiat 3p~X 3*, quae aequatio iam facillime tradatur.

Hic fcilicet in fubfidium vocari debent ea, quae fupra de in-

tegratione formularum differentialium fimplicium funt tradita.

Exemplum i.

739 . Sumto 3* conflante , fi fuerit 3 dy =: a xn 3 **,

inegrale completum inuefiigare.

Cum fit iil=rarn 9r, ob 3 * conflans, erit inte*dX ^ 7 7

grando ^ — _2L0 d x n -

1

y—
C, hincque denuo integrando

^’+ Cr+ D:

vbi cafus n — — 1 et n — — 2 feorfim funt euoluendi.

I. Ergo fi n—

—

1
, erit —~ , hincque ||=

alx-h C, vnde cum fit 3^=za3*/*-+-C3*, erit denuo
inte-
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integrando y~ axi x — a x -t- C x -{- D , feu loco C — a

fcribendo C ,
habebitur y

~ ax/x-f-Cx-f.D.

II. Si « — —i et = erit ^+C,
hincque y —— a/xH-Cx-f-D.

Exemplum 2 .

74.0. Pofi o 9 j — |/ (9 x* -+- 9y
%

) conflante
, fi fuerit

= * cof. 5-

,

tnuenire in egrale completum.

Ex fuperioribus confiat fore — ?> ita vt pro-

pofita fit haec aequatio yrzjcof. vnde fit

qdx~dp~~ cof. *-

et integrando

p= i- fin. * + C =: 3-2.r a e ax

Quare obtinebitur

j ——^ cof. j-+Cx+D,
quae eft aequatio integralis completa.

Problema 94«
741. Pofiro 9.r = p9x et 9p = y9x, fi quantitas

y aequetur fun<ftioni cuicunque ipfius y tantum
, quae (it Y,

inuenire aequationem integralem compleram inter x et y.

Solutio.

Cum fit q
— Y r= erit 9 x = , hincque p 9x

t^9 y -zn ; vnde conficitur haec aequatio inter p et y fe-

parata pdp~Xdv, quae integrata praebet

\p p —fX dy -y-\C et p= /(C •+• a/Y dy)~ |£.

Hinc

I
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Hinc ergo porro concluditur xz=zf ^ quae integra-

tio denuo conflantem arbitrariam inducit, ita vt hoc modo
aequatio integralis completa inter x et y obtineatur.

Corollarium i.

742. Cum fit a — i£ et d x — erit q —
Quare cum aequatio propofita fit q

— Y, erit — Y, hinc-

que pdpzzz Y d/, vnde praecedens integratio fponte dedu-

citur.

Corollarium 2.

743. Sumto elemento dx cqnftante, cum fit q~~
aequationes hic integratae habebunt hanc formam ddy~Y dx*

9

cuius integratio fi per dy multiplicetur, eft manifefta, fit enim

\dy'= dx'fYdy+ lCdx%
ob d x conflans, hincque dx— — 12— , yt ante.7 ^ Y d y\ 7

Scholion.

744. En ergo fpecimen aequationum diflferentinlium,’

quae par idoneum multiplicatorem integrabiles redduntur, ex
quo intelligitur hanc methodum etiam in his aequationibus

yfum habere pofle; deinceps autem lo:us erit hanc metho-
dum vberius excolendi, cuius quippe vfus praecipue in ae-

quationibus diflferentialibus altiorum graduum eft infignis, ybi

yariabiliiim feparatio nihil fubfidii affert. Atque hanc ob cau-

fam iam fupra hanc methodum per multiplicatores integrandi

commcndauimus
,

alterique per feparationem proccdeuti longe

antetulimus.

Exemplum 1.

'745. Po/ito dx confiame , fi fuerit a a ddy ~yd x*

inuenire intcgrale compleam.

. Vol. II. C Mul-
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Multiplicetur aequatio propofita per a dy
,
Tt prodeat

2 a ady ddy ~ 2 y dy d x*

,

quae ob 9 ar conftans habebit integrale

a a dy* —yy d x* -4- C d x* 9

vnde colligitur

d x~ a 3 y
Viy y C )

’

quae dcnuo integrata dat

x ~ a l
[ y -h y (yy -4- C)] — a l b,

vnde concludimus, fumto e pro numero cuius logarithmus eft

,
fore

X

be* =y -4- / (yy -4- C)j

et irrationalitatem tollendo
5_T X y

b b e * — 2 by e* ~ C,

ita vt fit

* *

y = i b c* — £ e « :

at forma coartantium C et b mutata , habebitur

X x_

4-Df a
,

quae eft aequatio integralis completa.

Exemplum 2.

746. Pojtto d x conJiantey ft fuerit aaddy-t-ydx*
inucnire integrale completum.

= 0.

Multiplicatione per 2 dy fatfa , aequationis

2 a ady ddy 2 y dy d x*= o ,

integrale eft

aa

Digitized by Google



CAPVT l *9

a a by* -hyy bx% z=:eedx‘,

Tnde deducimus

9 x — li*
Vie c— y y) *

quae denuo integrata dat

x= a Ang. fio. 2. H- b.

Erit ergo
—

fin. — cof. - fin. 5-— fin. - cof.
c a a a a • 0

vel mutatis conflantibus b et c , ita vt fit

fCof. -=C et — cfin. -zzzD, erit

f = C fin.
* -t-D cof. i.

•/ a a

Vel retenta prima forma ,
habemus

y — C fin. ( -f- a) •

Corollarium.

747. Hoc exemplum ex praecedente rcfolui potuiflet,'

eum fit

cof. /-1. fin .

k

et ^~ ,‘ y“ ,= cof.a— /—i.fin.tf,

*c viciflim

et fin
r-».

Exemplum 3.

748. P0///0 9 x conflante , fi fuerit bby y ay ~b *%’

integrale completum inuenire.

Cum ergo fit a 5/ b by =^ • ^ ** *

erit integrando

dy= + 4. « 3 x* =
c » »nd.
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vnde colligimus

2 d X 3y ^ a

-/lVy-+-nya)

Sit commoditatis gratia n / a ~b et Yy—s^ v* fiat

dy=2zdz*t^= Y-^s
cuius integrale eft

-y^~ — i (s 2 Y (i+ 2)+ C,

feu reftituendo

O

I (Vy— * V 0 Y(Vy -4- /0 -+- C,

vbi c et C funt binae conflantes arbitrariae. Er. ergo

— (Vy — 2 V c) Y (Vy -t- / 0>
i/a

polito C ?
et fumtis quadratis

y
•> <» f ’

T7T - — /.7 —

Scholion.

•749. Forma ergo vulgaris aequationum hoc modo in-

tegrandarum, futnto elemento d x conflante, efl ddy~Ydxt

i

quae per dy multiplicata manifefto fit integrabilis. Sin autem

elementum dy capiatur conflans, ob q
—

et p—i2
,

erit

q rr — hineque forma vulgaris d y d d x — — Y 3 ar*.

Porro limito elemento d s Y (9 x' 4- d y') conflante, vt fit

dx ddx+ dy ddyz=o, ob dp = ixi ^-,iy93K
^ erit vel

q
— — i ?.* J 3— vel q —ilLli-Z. vnde nafeitur haec forma1 a x» a y

1 d *» '

) J* 2 3 x V vaT 9 t* d S y V
dxidy 1 Vel 1 »

quae etiam per dy multiplicatae integrabiles enadunt, etiamfi

*. hoc
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hoc iam minus pareat. Simili modo fi elementum y d x fu-

matur conflans, vt fit y d d x d x d y~ o et ddxz:— t?Ll2
#

ob dpz orietur haec forma y ddy-+-dyi~Yy d x*,

cuius membrum prius integrabile redditur, fi per fun&ionem

quamcunque ipfarum y dy et y d x multiplicetur, ergo etiam

per^2_12_, quo multiplicatore fimul alterum membrum Yydx*
redditur integrabile. His igitur cafibus fimplicifiimis aequa-

tionum differentio - differentialium expeditis, qui ne vlla qui-,

dem difficul'ate laborant, ad difficiliores progrediamur, ac

primo quidem ad eas aequationes, in quibus altera binarum

variabilium x et y ipfa non incft; ita vt aequatio propofita

ternas tantum contineat litteras x, p et q vel y t p et vtri-

vsque enim ratio fere perinde eft comparata.

C 9 CA*
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DE

AEQVATIONIBVS DIFFERENTIO - DTFFERENTIALI-

BVS IN QV1BVS ALTERA VARIABILIVM
IPSA DEEST.

Problema 95.

750.

polito dy—pdx et "b p — q d x

,

fi detur aequatio quae-

cunque inrer tres quantitates x , p et y, in quam altera

variabilis y non ingrediatur, inueftigare relationem inter ipfas

variabiles x et y.

Solutio.

Cum aequatio propofita has tre.s quantitates ar, p et f
contineat, loco q fcribatur eius valor atque habebitur ae-

quatio differentialis primi gradus duas tantum quantitates va-

riabiles x et p inuoluens, quam fecundum praecepta prioris

partis tradtari, eiusque integrale inuefligari oportet. Integrali

autem inuento, quod fi fuerit completum conflantem arbitra-

riam compleretur, inde vel p per ar, vel x per p determinari

poterit. Priori cafu quo p per x definire licet, vt p aequatur

fundioni cuidam ipfius ar, quae fit r=X, ob p~:X fiet

pdx—dy—Xdx, vnde reperitur y — fX d x -+- Conft.

quae aequatio relationem defideratam inter x et y definit. Po-

lieriori cafu quo x per p detur, et fundiioni cuidam P ipfius

p aequatur, vt fitxrzP, erit y~fpdxz=.fpd P, feu

y— P p—/ P dp.

Sia
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Sin autem neque x per p, neque p per x definiri

queat, videndum efl, num vtramquc per nouam variabilem u

exprimere liceat, vnde fiat x — V et p
— U; tum enim ha-

bebitur y — f U d V.

Corollarium i.

751. Huiusmodi ergo aequationum differentio - diflfe-

rentialiuin refolutio ita inftituitur, vt reuocerur ad aequatio-

nem differentialem primi gradus inter binas variabiles x et p;
quae fi integrari queat, fimul illius aequationis integratio ha-

bebitur, accedente quadam noua conflante.

Corollarium 2.

752. Si aequatio inter x, p et q propofita ita fuerit

comparata, vt q vnicam dimenfionem non excedat, vel fi ad

talem formam reduci patiarur, orietur aequatio differentialis

limplex, differentialia vnius tantum dimenfionis inuoluens, vbi

praecepta ante tradita in vfum lunt vocanda.

Corollarium 3.

753. Sin aurem quantitas q plures obtineat dimenfio-

nes, vel adeo rranfcendenter ingrediatur, rentanda funt ea ar-

ficia, quae in fine fuperioris partis circa refolutionem huius»

modi aequationum lunt tradita.

Scholion.

7J4. Quando in aequatione inter x, p et q littera f
vnicam habet dimenfionem, indeque pofito q—^£ aequatio

differentialis fimplex nafcitur, praecipui cafus, quibus integra-

tio fuccedit, funt: i) fi aequatio haec differentialis feparaiio-

nem^ admittat, 2) fi alterutra variabilium p et x, differentia-

rum quoque ratione habita, vnam dimenfionem non fuperet,

ac

Digitized by Google



« 4- CAPVT n.

' ac 3) fi ambae variabiles x et p vbique eundem dimenfionum

numerum conftituant, quo cafu aequatio homogenea appella-

tur. Cafus minus late patentes, cuiusmodi fupra euoluimus ,

hic non commemoramus. Deinde fi quantitas q vel pluribus

dimenfionibus fit implicata, vel adeo tranfcendenter ingredia-

tur, cafus praecipui refolutionem admittentes, quemadmodum
fupra docuimus, funt : 1) fi proponatur aequatio quaecunque

inter x et q deficiente p, 2) fi aequatio tantum p et q con-

tineat, quos binos quidem cafus iam capite praecedente tra-

ftauimus ; 3) fi in aequatione propofita binae variabiles p et

x vbique eundem dimenfionum numerum conftituant, 4) fi in

aequatione inter *, p et q altera binarum litterarum x vel p
vnicam dimenfionem obtineat, denique 5) fi aequatio ita fuerit

comparata, vt pofito x— p — zfA
'+' ¥

et q
— f, aequatio

oriatur homogenea inter v , z et /, quae fcilicet vbique eun-

dem dimenfionum numerum conftituant. Secundum hos ergo

cafus exempla proferamus.

Exemplum i.

755. Inuefiigare aequationem inter x et vt pofito dx

confiante, kaec formula
(dxa 4- dv*)'

d x d dy
aequetur datae fun&imi ip-

fius .v, quae fit — X.

Pofito dy — p d x et 9 p rr: q d v, erit

(1 -f~p p)
1

v ( 1 -f- p p)* d x .
- — a. — * 1

d x d p

X

dp
ideoque

(i +ppj
vbi
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Vbi cum variabiles x et p llnt a fe inuicem feparatae
, inte-

gratio dat
—— /*3*

i

—

J

IT*V{i-+-pp) j x

Ponatur = V, integrali completo fumto
, erit V funftio

ipfius x, hinc •
' - * • .

p= v /(+/>?) vp=
Quare

dy — p d x— —JLL*— ,J r ^n-vvi*
Vnde obtinetur

r — f v3x "

.
J J Vi i — v v )

*

k
Tum vero praeterea elicitur elementum

/Cax*+^=daf/(x^pp;=-
TT
l£_,

.

cuius integrale praebet

/dxy(i -hpp) =/^L_;
i

Corollarium i.

75^* Si * et y fint coordinatae orthogonales curuae,

erit formula -—— ^
.̂L eius radius curuedinis, vnde hinc cur-

va definitur
, cuius radius curuedinis aequetur futidioni cui-

cunque abfciiTae x.

Corollarium 2.

757* Si ergo radius curuedinis -debeat efle reciproce
proportionalis abfcitTac x, fumatur eritque

. x x -ha b

, hincY fuix

y— /* IJCX-)- g j) jx
J vT«*— t** -t- a 6J> ]

>

quae conditio praebet curuas a lamina elaflica formatas* 1

.
Vol. II. D Co-
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Corollarium. 5.

758 . Si fit V= Jr", feu X= —

,

negle&a con-
W X

flante addenda, oritur y — f—

—

— , quod integrale al-
J y (1 — xin )

gebraice exhiberi poteft cafibus , quibus eft vel n zz ~jr;
n zz ~~

,
denotante i numerum integrum pofitiuum.

Exemplum 2 . ,

759 . Si pofito d x conflante ,
oporteat ejfe

3 x (3 X* -4- dy*) -hxdyddy — addyy(dx*-i- 3y*) ,

tnuenire aequationem inter x et y.

Pofito dy z= p 3 jt, noftra aequatio ob 33y:=3p3jr
induit hanc formam

3x(i-}-pp)H-.*p3p=03p/(i4-pp),
quae per y''(i-}-pp) diuifa fit integrabilis, oritur enim

xY(i-i-pp)=:ap-i-b feu x —
Cum nunc fit

y~fpdx—px—/ jr 3 p, erit

y
—— » PP 6 ft f H p la p

b

) »

et integratione euoluta

• ^= fti.

y
b P~ a

f, l
P+ Vd-t-pP) .

J ytn-ppl n *

ita vt ambae variabiles x- et y per p definiantur.

Cum igitur ex priori eliciatur

t — aiu xyio a +bb—**>
et i/ (i -+- t> P} — bx -*,ar/,a * ->- bb —* x )

erit his valoribus fubilitutis

J—
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y

y

i

»<«g-4-Sfr— xxi+b xVlaa+ bb— xx)
/, ] &+ >/(« a-t-J b~- x*l n,..

tx+oyfua+ ii— xx) n (x — a) > 1CU

y {a a b b x x~) — b l
**)

' n(* — a)

Corollarium.

760. Si conflans priori integratione ingrefla b eua-

nefeens fumatur, aequatio inter x et y fit algebraica, erit

enim y — y {a a — x x'). Sin autem b non euanefeat, aequa-

tio integralis eft tranfeendens , ct logarithmos inuoluit.

Exemplum 3.

751. Pojito d x conjlame
, fi debeat ejfe

aaddyy (a a-i-xx')-{-aadxdjr— xxdx*

9
'

inuenire aequationem inter x et y.

Pofito dy= p d x , habebimus hanc aequationem

a a dpy (a a-hxx)-+-aapdx=.xxdx
9

feu

dp-) tll —

,

* y (o a -f- * x)

X X d X
a»y|««+*jt) 7

in qua variabilis p vnam dimenfionem. non fuperat. Cum er-

* f *,..
,,

U,)= / [*-|-y' e» «-<-»*)],

haec aequatio integrabilis redditur, fi multiplicetur per Jt-h

y (flfl-(-xx), tum enim prodit

tlx+y<a*-1- * *)] =/••**
. rea

#[*+ (««•*•**)]= n/Vif^hi 3 a a
Ct

/
*j i*

hinc
V(a •-*- xx)

zr i (x x— ii3«)/(flfl+rjr)4-C,

p [x -4- / (a a n- * x)] = t* x- fla.5l^y.±gxl-f- 3C*
-f- C.

Haec multiplicetur per y (a a -i- x x)— x, vt prodeat

,

« «p — -f*- ggg-^*vt gg -*.*.^ C y{aa+xx)-Cx 9

D a et
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et quia dy— p d x , erit integrando

a ay — — \y?—
— \ C x x Cfd x y (aa -+- xx),

Quodfi ergo conflans C euanefcat, aequatio inter x et y erit

algebraica* fcilicet

$ a ay 6 a a x x* z=i * (a a •+ x x)y (a a -h * *),

Exemplum 4.

»762. Vofi'0 d x conflante, inuenire integrate huius aequa-

tionis .differendo - differentiatis

(o a dy* -}-xxdx*)ddy — nxd x3 dy. ,

Fiat d y= p d x, et ob d dy — dpdx habebimus

(
’aapp-\-xx)dpz=znpxdx ,

quae aequatio cum fit homogenea, flatuamus x^zpu, eritque

pp (a a-\-uu)dp~nppu{pdu~\-udp), feu
S p n u 3 u

p « o (1 — n) u u* •

quae integrata dat

ip= + Conft.

Hinc colligitur »

n

p= C [a a -{- (1 — ») u a]
all“ n)

, atque

__5 - i

x — C u [a a H- (x — «) aa]’ t, — n) *

Cum nunc fit

y ~px —fxdp et dp — Cnudu [aa +• (1— ») aa]*» 1— a)
,

erit

* an — »

yzzCCu[aa-i-(i —») a a]
1 *” n—nCCfuudu [oa+(x-n)

, Cafu
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Cafu autem n= i erit

— C, et u~aY 2 /L, hinc

x= apy2lf-
9 tty=zappy'2lZ.-afpdp'/2lt.

Corollarium.

•763. Si fuerit n—rj, erit

x = C u Y (a a+ g u u) et

y — CCu (jaa-4-\uu)—^£-!!l + D = CCa(aa-4-I«»)'+-D;

ficque relatio inter x et y algebraice exprimitur, quod etiam

fit, fi n— S, vel n= 3„ vel n=t, etc.

Exemplum 5.

•764. Pofito d x conflante ,
integrare hanc aequationem

differentio - differentialem

ad x dy* -+-xxdxddy~nxdyY (d x* a ad dy*').

Fiat dy — pdx et d p z=zq d x, vt fit ddy=zqdx*

9

et noftra aequatio induet , hanc formam

app-\-qxX— np x/ (1 -H a a q q) ,

quae eft homogenea inter p et x. Statuatur ergo p ~ux 9

fictque

Iam vero eft

**
' t =: q d x ~ u d x 9 »,

vnde fit V= i=S- • -

At ex illa aequatione inter q et u colligitur

?
?

. auu-l-nu^lt — nnaaun-l-a*u4
) gjnn«««v-i *

„ i|i+ cu— »naami)+ niiV'(i— nn agim-4-fl*tt«)
“ V— 1 nnoouu — i

*

D 3 ficque

v
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ficque

3 x __ 3 u nn aauu—-t *

~x~ u '
i + u u -4- » V ( i — W« am+«' u»)

*

Dabitur ergo x per «, hincque etiam p~u x per «j vnde

deducitur y ~fp 5 x —fu x d x.

Corollarium i.

765. Illa aequatio difFerentialis transformatur in hanc
3 x __ 3 u i-t-aw — n n a a u u — nV(i — nna a u u -+ a* u*)

x u ’ na — i-«aii'+|u— l|a«u *

vnde ratio integrationis facilius perfpicitur.

Corollarium 2.

7<S<S. Notatu dignus autem eft cafus n n= 2 , quo fit

3 x 3_u 1+ a» — 1 fl a u n — (i— a a u u) /«
jg y

* u (i — a u )* ’

3 x 3 u i+m— (i-f-ou)v'« 3 « (i — Va) i o J«(j- » y2f «

IT 1T ' r^a u i t — au * >

vnde colligitur

J x — (1— >/2)/« — (3— 2 |/a) /(1 — o«) -t- Conft. feu

X u
y*— <

(1 — a =C.

Exempluip 6.

767. .SV/wm? etemenio d s
— / (3 jc

1
-f- conflante,

inuenire integrate huius aequationis

d x3 dy— -4-5 5 j'*).

Polito dj> — p d x, erit 5/ — 9 x y' (i -i-pp), et ob
d 9 s zzz o fit

a a* -t — t 3 ? 3 *
i -f~ p p i -f- p p '

exiftentc dp — q 5*, tum vero

aaj' = pddx-i- dpdx -+-qdx* z=.

ideoquej
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(aa**+aay) = 7If55F ,

quibus fubftitutis, aequatio noftra induit hanc formam

p — q x= a q, quae differentiata praebet — x d q = a d q,

ideoque d q ~o et q — l Hinc p—fqdx~±±if, qui

idem valor ex aequatione p — (x -f- a) q fine integratione ob-

tinetur. Tum vero eft y =fp d x ~ 4- b
, quae eft

aequatio integralis completa binas conftantes ^ et < inuQluens.

Exemplum 7.

7 <JS* Sumto elemento ds—r/ (9 x' -f- d_y*) conflante ,

munire integrale huius aequationis dijferentio - differentialis

dx3 dy— xds'ddr =—ti *li*
*

.

** 7
. .v* uj J. V J vw/

yiax* +aa4s*d*y)

Pofito dy—pdx et dp-qdx, ob ds~.dx -/ (1 -*-pp),

ct dds o, erit

Bdx= zJLl2£ et ddy — — 3x33x — 3 3x q 3 x 2

t-hpp ' dj . p

ergo d j* d dy — q d x4
, vndc aequatio noftra fit

. __ b q
P T X y ti -t- a aqq) 3

quae differentiata praebet

b <*q '— xd q
— 1 •

pp

*

(i -+- a a q qf

vnde concluditur vel 9 q zzz o vel x — b

Priori cafu eft q~\-> et p —iL 7—f_^ aa)

y — f p d x — -f- f.r J r v *
ac “vitc-Mal 1 j

(1 -j-aaqq)
6 hineque

Pofteriori cafu quo irr:

y (c c +• a <

—

b

fit

(i -f-aaqqfl
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P — bq
-t-

bq a ab q*

(i + aa qqf (. + aa qq}-

At eft

3 , =-»" , * a»
| l hiacqtie

(i -+- aa q q)*

dy—pdx— 3-.^..
bb ^ 3

l ,

et ope reductionum

—
f _

d<f

(i -i- a a q q)
3 J (i

Eft Tero

/

(i -i- fl * ? ?)*

2«-
zn^i+aaqqy1 a» J(i-haaqq)-h

- )

a<7

Ergo
f 3 q
' (1 + 0055)! 4(0 +-0099)*

f ii
' U + 00,,1 ,,,

' = + *7
AnS- UnS- a *

Hinc

i 1-I/* ii et*
( 1 + 00551*

? -f-i f—U + O055)1 0(1+ 0055) 1 + 0055

/ 3? 9 39

ideoque

(1 + 0055)! <(1 + 0055]’ 1(1+00 99") 80
± Ang.tang.aft

V —bbqli-+-iagqti) b b q . 8 b b q
1 U -+- a * 9 9)’ I1I+ 0055)1 16(1 + 009 97

iri Ad§- fang- o

exiftente

jr

vnde fit

— b

3

(i 4- a a q qy

i -t—

I
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•
*

i+aaqq:=V'^ ?

ita vt hoc modo aequatio inter x et y exhiberi poflit. Hoc

autem integrale, vt fupra vidimus, tantum eft particulare.

Problema 96.
769. Pofito dy zzz p d x et dpzizqdx, fi detur ae-

quatio quaecunque inter y, p et q, ita vt variabilis x ipfa in

ea defit, inueftigare aequationem integralem inter x et y.

Solutio.

Cum fit q— et = eritq=ztM; in aequa-

tione ergo inter y , p et q vbique loco q fubftituatur ifte va-

lor atque habebitur aequatio differentialis primi gradus

binas tantum variabiles p et y inuoluens , cuius refolutionem

per methodos fupra expolitas tentari oportet. Inuenta autem

aequatione integrali inter p et y,
inde vel p per y, vel y per .

p definiatur, quo facilius altera integratio inftitui poflit. Si y

per p commode definiri queat, vt y aequetur fundioni cui-

piam ipfius p, quae fit = P, vt fit y=:?, erit d x = ii
,

hineque x — f— — - -+- • Sin autem commodius p per

y definire liceat, vtL p zr Y denotante Y fundionem quam-

piam ipfius y, ob dx = ^, habebitur x~f 3-2 . At fi neu-

trum fuccedat, nouam variabilem a introducendo, per eam

vtraque quantitas p et y definiatur, vt fiat p~U et y~V,
exiftentibus U et V fundionibus ipfius a, atque hinc erit

d *— ^ , et r hocque modo per duplicem integra-

tionem integrale completum obtinebitur.

Corollarium 1.

770. Huiusmodi ergo aequationum differentio - diffe-

rentia! ium refolutio quoque reuocatur ad aequationem differ

VoL II, E rentia-
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rentialem primi gradus, cuius refolutio fi fuerit in poteflate

,

fimul illius integrale exhiberi poterit.

Corollarium 2.

771. Si aequatio intere, p et q ita fuerit compara-

ta, vt ex ea commode valor ipfius q elici queat, hincque q

aequetur fundlioni ipfarum j et p, quae fit T, erit pdp— Tdy,
quae eft aequatio differentialis primi gradus fimplex.

Corollarium 3.

772. Sin autem huiusmodi euolutio non fuccedat

,

dum littera q vel ad altiores poteftates exliirgit, vel fignis ra-

dicaiibus inuoluitur, vel adeo tranfcendenter ingreditur, ae-

quatio differentialis quidem erit primi gradus fed complicata ,

quae methodis fupra expofitis erit traftanda.

Scholion 1.

773.

- Cum paucis cafibus aequationes differentiales pri-

mi gradus integrari queant, eosdem etiam hic notafie et per

exempla illuftraife iuuabit. Interim vero et reliquos cafus

quali folutos fpeCtari conuenit, quandoquidem in aequationi-

bus difierentialibus altiorum ordinum id potifiimum defidera-

tur vt earum refolutio ad ordinem inferiorem reducatur. Per-

petuo enim in Analyfi quae ordine tra&ationis praecedunt

,

tanquam penitus confeda fpetfari folent, etiamfi plurima ad-

huc defiderentur, vt hoc modo multitudo defideratorum di-

minuatur. Ita quamuis longe adhuc abfit, quominus aequa-

tiones algebraicas omnium ordinum refoluere valeamus, dum
adeo vires noftrae non vitra quartum extenduntur, tamen in

Analyfi fublimiori omnium iftarum aequationum refolutionem

pro Cognita habemus. Quod etiam vfu non caret, cum in

praxi refolutio per approximationem , quam quousque luberit,

exten-
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extendere licet, fufficere poffit. Simili modo etiam, quoniam

methodum tradidimus, aequationum differentialium primi gra-

dus integralia proxime inueniendi, merito totum negotium,

vt plane confe&um, eft cenfendum, fi eo refolutionem aequa-

tionum differentialium altiorum graduum reducere potuerimus.

Quare in hac fecunda parte ftatim atque aequationem diffe-

rentialem fecundi gradus ad primum gradum perduxerimus

,

totum negotium pro confeCto erit habendum.

Scholion 2.

•774.. Aequationes ergo differendo -differentiales, quae

hoc modo ad differentiales primi gradus reducuntur, ita funt

comparatae, vt pofito dy—pdx et d p = q d x

,

variabilis

* ipfa inde tollatur, et aequatio inter folas tres variabiles y ,

p et q oriatur. Cafus ergo quibus talis aequatio refolutionem

admittit, duplicis funt generis, ad quorum prius referendi

funt ii, quibus q vnicam obtinet dimenfionem , vnde q fun-

ctioni cuipiam ipfarum y et p aequari poteft. Cum igitur fit

q
— 1±$ —f:(y et p) quam ponamus — T, refoludo fucce-

det. 1) Si T fit funCtio homogenea vnius dimenfionis ipfa-

rum y et p.. 2) Si fuerit T — defignantibus P et Q
funCtiones quascunque ipfius p tantum, hinc enim fit'

? dy = ypdp Qp dpi .

quorfum etiam refertur cafus,

T- P

y -t- Qy'

3) Si fuerit T ~ p (Y p 4- Z) , fi quidem Y et Z fint fun-

ctiones quaecunque ipfius y, quia tum aequatio

3 p = Yp dy -4- Y dy ,

ob vnicam dimenfiouem ipfius p eft integrabilis ,
quorfum et-

E 2
'' r iam '
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iam referendus efl cafus T p (Y p-t-Zp"). Pro altero ge-

nere fi quantitas q plures habeat dimenfiones, vel fignis radi-

Calibus fit implicata, vel adeo tranfeendenter ingrediatur, ae-

quatio inter y, p et y, refolutionem admittet, i) Si pofito

q—pu
,

vtfitt/ — aequatio rcfultet homogenea inter y
et p, in qua fcilicet y et p vbique eundem dimenfionum nu-

merum compleant, vtcunque caeterum u in eam ingrediatur.

2) Si in aequatione poft fubftitutionem q—pu inter y , p
et u orta, altera quantitas y vel p vnicam obtineat dimenfio-

nem. 3) Si pofito yzziv11

, p
— zVm

~h '>

et u — p aequatio

oriatur homogenea' inter ternas quantitas e», z et r, huiusmo-
di enim aequationes fupra refoluere docuimus.

Exemplum i.

775. Pofito elemento dx conflante
, fi habeatur haec ae-

quatio differentio - differentiatis

9 dy -+- A d x dy -+- By d ar
a= o,

eius intcgrale completum invenire.

Pofito dy — pd x et dp — q d

.

v , aequatio noftra

«rit

q Ap -+-By — o, feu pd p Ap dy -+-By dy zz. o ^

quae cum fit homogenea, pofito p — vy, abit in

v vy dy -f- vyy dv-+-A vy dy +- By dy zzz o

,

vnde fit

-x- vdv — o.
y v v -h A v -t- tt

Sit v v -f- A v B ~ (v +- a) (v -f- p)

,

vt fit a-f-j3 ~A et a
fi
~B erit

3 7 _i_ « 3»
y (0 — ,3)(v -ha)

hineque integrando

Jy
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h + 1
(.
v+ “) — rip 1 (v -+" P)= C feu

P —?
.

iy= fl(v+ (3)
a-̂ (ti+ a) a -~P

f ideoque

P -«
p= 'c rr a v (v -4- (3)

a~ p (v+ a)
a~ ^

.

Tum vero eft

3 x ~ ^ , vnde ob

i2— -?-i? . erit
y ««+An+ B’

dx— - iv — 5v

37

V -V -r Al + B

x — —L_ / *rha -4
a-P t>+P n

ia —pn» «)

Confl.

3 •»

ia— p)(v-+-pt’
et

Verum haec refolutio fit facilior fequenti modo :

Cum fit

3 y — t» 3 v
ct ^ x —- — 3-0

3> Oo +- O ) y V -+-$) (V —— ct ) —t— ^T) *

H-i- ad x= - 3v

erit

Ergo

et i-> S d x — ~ 3?, hinc
y v-hp > » u-t-a 7

Ij-t- ax — la — I (v-b(i) et ly+fix — lb — Ky+a).

v-{-(3 = *.r‘* et v + azrLr?*,
• r

j, j ’

vnde fit

a— 0 = * (b e-**— ar 8
*),

ideoque mutatis conflantibus
, ,

4= 2(raI +S8r«^,
quae integratio locum habet, fi a et (3 fint quantitates reales

ct inaequales. Cum igitur pofuerimus

v v -f- A v -+- B rrz (v a) (v -+• (3) erit

a= i A-*-/(|AA-B) et |3 — i A — •/CiAA—B),
hinc prout expreffio JAA— B fuerit vel pofitiua, vel nega-

tiua, vel euanefcens, tres habebimus cafus euoluendos ;

• E 3 * O
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i) Sit i A = w et >/ (5 A A— B) = », erit aequa-

tionis propofitae integrale completum

y — % e
-{m+n)x + %>e-ln

~ n)x— e~mx (SI e~ nx -+- 33 £
nx

).

a) Sit \Az=zm et / (| A A — B) = n ]/— x
, ob

gnxv— i — cof# n x y— i. fin . n x et

e-nxy-i— co f, n x— / •— i. fin . n x,

erit conflantibus mutandis

y — e~m * (£cof.«af +- ©fin.#jr) rr €f“m *cof.(«Jf-+-e)*

3) Sit iA = m et /(JAA — B) = o, feu in cafu

primo n— o, ob f~ nx— 1 — n x et e
nx

z=z 1 •+ n x fiet

y — e- mx (C-f-©*).

Corollarium i.

776. Ad aequationis ergo propofitae integrale inue-

niendum, aequationis w+ Au+ B~o radices inueftigari

oportet, quibus inuends facile erit integrale completum af-

fignare.

Corollarium 2 .

777. Haec autem aequatio quadratica «c+Av+Bro
infignem habet analogiam cum ipfa aequatione propofita

ddy-+-Adydx~+-Bydxi— o,

ex qua quippe oritur fcribendo i, v, c* loco.y, et

Corollarium 3.

778. Formata autem aequatione hac algebraica tic +
Av+ Brro, fi eius fa«flor fit v-f-a, ex eo ftatim inte-

grale particulare deducitur yzzz%e~~ aX
) fimiliterquc alter fa-

llor <u-l-j3 integrale particulare dabit y
— 23e“~^% quibus

coniun<ftis obtinetur integrale completum y
~

21

^ Scho-
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Scholion.

779 . Infra methodus facilior tradetur huiusmodi ae-

quationes differendo -differentiales tradandi, quae adeo ad ta-

lem formam
• d dy -f- P 9y 9 x -f- Q>- 9 x*= o

patet, vbi P et Q fint fundiones quaecunque ipfius x, quae

etiam extendetur ad formam •

9 9 4- P 9/9x4- Qy 9 x* ~ X 9 x*

,

fumendo pro X fundionem quamcunque ipfius x. Methodus
fcilicet ea inde haurietur, quod in huiusmodi aequationibus

variabilis y cum fuis differentialibus 9y et 9 9y vbique vni-

cam dimenfionem conftituat vel etiam nullam; eiusque ope

refolutio ad aequationem diffcrentialem primi gradus reduce-

tur, quo ipfo negotium pro confedo erit habendum. Quan-
do autem hoc modo aequatio differendo • differentiatis ad ae-

quationem differentialem primi gradus reducitur, probe cauen-

dum eft, ne. haec redudio pro integratione habeatur, quippe

ad quam tantum ope idoneae fubftitutionis eft peruentum; ni-

hilo enim minus duae adhuc integrationes fuperfunt abfoluen-

dae, quibus toddem conflantes arbitrariae introducantur, fi

quidem integrale completum dcfideretur, quemadmodum in

hoc exemplo et praecedentibus clare videmus.

,

•' Exemplum 2.

780 . Propo/ita aequatione dijfercntio - differentiali

abddy — dx'/ (jy 9 x'

a

a 9

eius integrale inuejligare.

Polito dy zzzpd x et 9p= j9x, haec aequado abit

in hanc

ab q
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abq — y (yy -\-aapp) — ?-LLiL, ob q= £ s?
y

quae cum fit homogenea ponatur p— y- » erit

jdyVC* = — 7 9 «)r feu

uttdy y (a a -+- u u) - a b u dy — a by d w, vndc fit

S y « b 3 u

y o 6 u— au / ( « a it «
)

'

Ponatur y (a a -4- u u) = s u erit u u ~ -±£-
,S S —• I

3 u — 1 ii
gj 3_2

— b s 3 t — t ji
u ’

s i— x’ ji 6 i s— ai— is — in(-i ^

polito == 2 n. Ergo

«3> Vlrni+ i) — 3 ! [n-t-T^nn-HU] . 3s fw ~ y(*»-4-«U

y s— n— V(iib-+-i) ' s— n+i^(n»-t-i) *

ideoque

[s—n — y (nT^T)JT^THr^TT»
*

Datur igitur y per /, vt fit y
— S, hincque

“ = /777=7,

et P= :-n”~ "
> «<lue

quae formula ad rationalitatem perduci et per logarithmos feu

arcus circulares integrari poteft.

Exemplum 3.

78 1. Pofvo dy— pdx et d p — q d x, inuenire inte-

gra]e huius aequationis >L/|f f -+-?2i — ny.• 3 * f> f> s > ^

Cum fit q = tl*
i erit

dy(pp +yy) y(pp -*-yy)= 2 nppydy-*-ny'dy— nyyp dp ,

ob cuius homogeneitatem ponatur p— uy y
fietque

y*'dy(uu-4-z)
t— 2 nuuyidy-t-ny*dj—ntfyldy—nuy4du

nde colligitur

L?
9
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3 y __ -- n u 9 it

^ (u u 4-
» ) V' «+ —'«

* u Jtt

i»»

et y per u definitur ; ex quo erit p
~ uy et

• * d X— i* — HfJL- r.
u y ( u u i

) l* — /(«» + !)]

Cafu quo n =z i erit

J y —- II 3 U

y
— 3 u

tu u -f- 1) [Vt« “ -+- *
)— *J «iUtt-t-i)

3 x — ~ 3u [I '4~ y (m-!L±2il; Eft vero

f d * - — /—-—,, /———;
=r — £ — Ang, tang. v, -

J «luii+ ij y(ttii-f-i)’ / uuiitu-t-i) u o o *

/ 3 * i V[u u -4- 1 )— i r du
_
l/(nu-4-t) . ,

*(«»+») *’ 5 > J K»yiu«-+-X) 11
*

Tnde colligitut

y
~~ e y (u n -4- o— C (i —H $

*—:— ) etJ — ytu «-+-D — i
v

x— D -+- 1 -+- y
^
u " 0 -j- Ang. tang. «.

•Inde eft

/(««+.) et «= J^U=ifl,

ideoque

y =r D -)- / '-2=^- -+- Ang. cof. *=

,

quae formulae introducendo angulum 4> cuius cofinus eft

ita commodius exhibentur

y— r-V?
et * = *+ ^^ cot ‘ *

Corollarium i.

•782. Ex aequatione feparata primum inuenta folutio

particularis eruitur* tribuendo ipli u eiusmodi valorcm conftan»

tem, vt denominator euanefcat, qui eft ii~")/(nn— i)j hinc

p —y Y (n n— 1) et d x Y (n n — 1) = y ?
vn^e

ly =•/ a+ )f/(o- 1 ).

Vol. II. F Corol-
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Corollarium 2.

783. Cafu quo n zz 1 , hic cafus particularis praebet

y— a, pro valore quocunque alterius variabilis ; fit enim

v u — o, ideoque et p zz o, ita vt ex aequatione dyzzpdx
quantitas x non determinetur.

Scholion.

784. Si y defignet radium vedorem ex pundo fixo

ad curuam quampiam dudum, et x angulum, quem ifle ra-

dius cum reda quadam politione data conllituit
, formula

IPP -+->>' ^(p p-t-y j)
2 pp^-yy — qy

exprimit huius curuac radium curuedinis. In exemplo ergo

propofito eiusmodi quaeritur curua, cuius radius curuedinis

aequetur ipli ny ,
cui quaeftioni cafu n zz i vtique fatisfacit

valor y zz 0, qui praebet circulum, qui edam ex aequatione

integrali colligitur y zzz , fumendo conflantem G
nihilo aequalem, tum enim neccfle eft fit uzzo et /> — o,
ficque angulus x non determinatur. Praeter circulum autem
infinitae aliae lineae curuac fatisfaciunt. At fi n £> i

, foludo

particularis ly zz l a x (n n — i) praebet fpiralem loga-

rithmicam, praeter quam autem etiam infinitae aliae curuae

fatisfaciunt; cafibus autem « <£ i nulla huiusmodi folutio par-

ticularis locum habet, fed formuias pro ^ et dx inuentas

reuera integrari oportet.

Exemplum 4.
785. Po/ito dy — pdx et d p zz q d x, inuenire rela-

tionem inter x et y, vt fiat 't±±.Z2l^~i±zL2Jl — a.

Cum fit q
— tj-Z, ponatur p p yy zz zz, ob pdp

zz: q dy erit q dy -t-ydy zz z d s, feu q -+-y zz ^ . Aequa-

tio
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tio autem propofita induit hanc formam:

z* z=a (2 zz—yy — qy)~ a (2 zz~ 5L~)? fett

z zdy — 2 a zdy— aydz ,

ude fit

12= , feu '-±2= i! -+-
^ x a 2— z z 7

jr z ifl— s 7

quare integrando colligitur

y y
c 8

, ct p p Z g Cz —Ca:-4-«agg— at
<

•/ •/ *a — a' * * u — z ia—

z

At eft *= ergo

ft * — 4007* y y — yyUaayy—(C-f-yy)1
]““

(t: -»-yy»* iC-t-jji1

Hinc igitur oritur

P) y (C-t- y y)3y
—— vC — 1*1 *

fit yy— «, erit

...
. 3 *

—

(C-4-tti an -

« u V U « a u — (C-t-u)1]*

Haec aequatio tradabilior redditur ponendo

u— 2 a a— C-+- 2 a cof. $ Y (a a— C),

fit enim

d x — fcu
a a a — O -(- » a co/. Cp y ia a —

zdx —— acb— *~ *a«— <J -+- a « cof. <p v (a a — C) 7

quae integrata dat

i x — %— <P— Ang. cof.
‘ 0 1 -+- m eoj. <p

7

pofito m — ~£1, vt fit* 2 a a— c *

r taav'11—mm) r\

hincque yy — U lil

,

j~ 'T 14-Vli— n»n»)
*

Tnde fitj j
• — -V * * .

F a coC
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cof. 0 = yy [t --lil et” i m a a

m -f- cof. 4> }>[i+^|i-m i»)]-i»ti-ininl
l+m cV* <P m y 3 [« + V 1 1 — m n» )]

Corollarium i.

7 8 5. Cum fit^jzzz i a a ( i

y ( i — m mi
mcofjJ»

yy — a a -+- b b -f- i a b cof. <}),

fi ponatur b — ° ?nde fit

m
bb

et / (i — m m)
a a — b b

a a + b b *

hinc que

z x ~ %— 4)— Ang. cof.

2 x— %— 4>— Ang. fin.

tuS-Ha a -4. & M cof. "t>

a a -t- b b -t a a 1 1o,.
<J>

3

(a a — b h)Ji\. $
1
— ' » •

y y

Corollarium 2. - .

787 * Si vt fupra radius vedor y cum angulo x re-

feratur ad lineam curuam, hanc cumam circulum, cfle oportet

radio zzz a defcriptum. Fit autem d x zzz -
9

(

°^°,~ a b
.

COJ:
®l fum-r a a+Jbb—ZAh c<y.<p

to yy zzz a a -f- b b — 2 ab cof. (p ,
hlncque

*=<4-Ang,rang.^|^,. ‘

cuius applicatio ad Geometriam icm facit perfpicuam.

Exemplum 5.

788 . Sumio elemento, dx conjlantc
, fi proponatur haec

aequat o ddy (y dy +• adx) =zdy (d ** dy*) , eius imegrale
inuenire.

Pofito dy=pdx et dp — qdx habebimus

q (py -h a) z=zp (i -+-p
;p), et ob q = ^2,

•

•+•<*)= (i fiuc

d/
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dy — *.y±LJ i+ fp

quae integrata dat

a 3 p
i-hpp 9

2— — — *.*— ideoque
yu + pp ) yi> + pp) ’ 1

y — ap-\-bY(i-\-pp) et

x —f d
-j — a lp -+- b l [p / (i -f- p p)] -i- f

,

ita vt x et y per eandem variabilem p exprimantur. Si con-

flans b fumatur — o, obtinetur integrale particulare

y — a p et x~ alp-\-C— al?L -f-r,

feu in exponentialibus y~cex:a. Sin autem fumatur b~a , ob

p+Y('+pp)=Z crit

x ~al y y ~~— + f feu yy - a a -+- c ? : 8
.

Exemplum 6 .

•789. Sumto dx conjtante
,

huius aequationis differentia•

differentiatis

dy* —yddy— n (d x* dy* a a d dy*) ,

integrale inuenire.

Pofito dy ~pd x et d p — qd x, erit

PP— qy —* Y (P P -+ a a q q),

quae fafto ?rp«, vt lit ^-pu ideoque dpzzudy ,
abit in

p p — p uy -n p Y (1 H- a a u u) feu

p— u y-n\f (1 -+ a a uu).

Iam quia dp~udy differentietur haec aequatio, prodibitque

—y du- ri a a n 3 it

aml'J y (1 -t- a a u 1

hinc vel du- 0 vel y ~ n a a u

a a u u)

f a *>
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t) Cafii du~ o fit u-a, p-cty-4-|3, ct 9 x r
g ,

hinc ax-l (ay -H p) C.

2) Si jyr ~-- Bgau erit . ,y V( i -ha auu )
7

i/ (i ——
i' * i ' r v i j ('ii-fim)’

hincquc

d x~ 3y - ~ aa3- et x ~ — a Ang. tang. au-\-C ,£i-*-aouu oj> »

Tei ob «r— 2 aequatio inter x ct y quaefita erito/|m ia

—

yy) ^ 1

— r Ane. tane. 2 - — Ang. fin. y—
,

* a o o n a a — y y) ® na 7

Tnde fit y~na fin. Haec autem relatio tantum pro in-

tegrali particulari etl habenda.

CAP.
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CAPVT III.

DE

AEQVATIONIBVS DIFFERENTIO - DIFFERENTIALI-

BVS HOMOGENEIS, ET QVAE AD EAM FOR-
MAM REDVCI POSSVNT.

Problema 97.
'

(

790.

.Aequationum differendo - differentialium homogenearum na«

turam explicare, atque ad formam finitam ponendo dyzzzpdx
et dp — qdx accommodare.

* . /

Solutio.

Sumto elemento dx conflante, aequatio differendo- diP* .

ferentialis vulgari modo expreffa dicitur homogenea , fi non
folum ipfis variabilibus x et y ,

fed edam earum differentiali-

bus d x et d/, itemque ipfi dd/, fingulis vnam dimenfionem

tribuendo, omnes aequationis termini eundem dimenfionum nu-

merum contineant; veluri in hac aequatione

jrxddy-f-ardjf* -hy d/1 z= o,

vbi in fingulis terminis ternae infunt dimenfiones. Quodfi er-

go ponamus p, ac — littera p nullam di-

menfionem, littera vero q vnam dimenfionem negatiuam con-

tinere erit cenfenda. Hinc aequatio differendo - differentiatis

ad formam hic receptam redudta, vt nonnifi quantitates finitas

ar, r> p et q contineat, erit homogenea, fi litteris x et/ vnam

. dimenfionem tribuendo
,

litterae p vero nullam , at litterae q
vnam
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4* CAPVT m.

vnam dimenfionem negatiuam, in fingulis aequationis terminis

idem oriatur dimenfionum numerus. Viciflim ergo quoties

haec proprietas in aequatione inter quaternas quantitates at, y,

p e t q propofita deprehenditur , ea aequatio erit homogenea

et forma vulgari exprefla manifefto homogeneitatem prae fc

feret.

Corollarium i.

791. Si ergo in aequatione tali homogenea inter x y

y, p et q ftatuatur y~ux et q
— lL, omnes termini eandem

poteftatem ipfius x continebunt, qua ergo per diuifionem fub-

lata , aequatio prodibit tres tantum variabiles u
,
v cip in-

voluens.

Corollarium 2.

792. Criterium igitur aequationis homogeneae intet

quatuor quantitates x , y , p et q propofuae in hoc confiftit

,

vt pofito y — u x et q — ^- y
quantitas * prorfus ex calculo

exterminetur.

Corollarium 5.

793. Fafta itaque hac fubflitutione, qua obtinetur ae-

quatio inter ternas quantitates k, v et p, ex ea pro lubitu vel

p per u et v ,
vel v per u et p ,

vel u per v et p definiri

poterit.

Scholiori.

794. Simili modo ideam homogeneitatis in aequatio-

nibus differentio - differentialibus conftituimus, quo in aequatio-

nibus differentialibus primi gradus fumus vfi. In his quidem,

cum differentialia fponte eundem dimenfionum numerum con-

ftitucre debeant, homogeneitas ex folis ipfis variabilibus x ety
diiudicatur. At in aequationibus differentio - differentialibus

praeter ipfas variabiles x et y etiam litterae q ratio in com-
puto
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CAPVT III. A9

puto dimenfionum haberi debet, ita tamen vt ipfi vna dimen-

fio negariua fit tribuenda; littera autem p in hunc compotum
plane non ingreditur, quae ergo vtcunque aequationi implice-

tur , homogeneitatem non turbat. Plurimum autem intercft

probe nofle indolem- differendo - difFerentialium aequationum

homogenearum, cum earum refolutio ad refoludonem aequatio-

num difFerentialium primi gradus reduci poffit , ita vt fi haec

fuccefferit , etiam ipfarum aequationum differendo - difFerentia-

lium integrario habeatur, id quod in fequenti problemate lu-

culentius oftendemus.

- Problema 9g.
•

795 ^ Propofita aequatione differendo - differenriali ho^

mogenca, eius refoludonem ad integrationem aequationis diffe-

rentialis primi gradus reducere.

Solutio.

Redudta aequarione ponendo dy-pdx et dp^qdx
ad formam hic receptam, vt habeatur aequatio inter quatuor

quantitates finitas ar, y 9 p et y, ponatur y ~u x et q — ,

ac cum aequatio fit homogenea, hoc modo quantitas x peni-

tus ex calculo elidetur, ita vt proditura fit aequatio inter ter-

nas quantitates a, v et p, ex qua vnam per binas reliquas de-

finire liceat. Nunc igitur cum fit dy— p 3 x, erit udx-+-
xdu—pdx

,
hincque ~ ~ . Deinde ob 3p~qdx9

erit 3 p , ideoque ex quo duplici ipfius —
valore colligitur -f-jG — feu v d u - p d p — a 3 p. Quodfi

ergo ex illa aequatione quantitas v definiatur per binas p et u9
habebitur aequatio differentialis primi gradus inter binas varia-

biles p et w, cuius integrario fi fuerit in poteftate, vt p per u

innotefcat, aequario — = ,
in qua variabiles x et u funt

Vol. U. G fepa-

Digitized by Google



CAPVT III.

feparatae, integretur, ficque x per u definietur, vnde fit y~uxj
feu ftadm in hoc integrali loco u fcribatur et habebitur

aequatio inter x et y quaefita.

Corollarium 1.

*79d. Totum ergo negotium reducitur ad integratio*

nem huius aequationis differentialis fimplicis vdu~pdp—udp9

quae fi ope regularum fupra traditarum expediri queat
,

fimul

aequationis differendo - differentialis integratio habetur.

Corollarium 2.

797. Simul autem patet refolutionem. huiusmodi ae-

quationum duplicem integrationem requirere, vnde duae quan-

titates arbitrariae conflantes ingredientur, quibus integrale com-

pletum conftituitur.

Corollarium 3.

798. Edamfi autem integratio vduzzpdp— udp
non fuccedat, tamen ingens lucrum eft rem eo perduxiffe, cum
fupra methodus generalis fit tradita integralia omnium aequa-

tionum differendalium primi gradus proxime aflignandi.

Scholion.

799. Operae igitur pretium erit eos cafus perpendere,

quibus aequatio v d u — p d p — ud p integrationem admittit

;

quamobrem examinemus, qualis fundio v debeat effe ipfarum

p et vt hoc eueniat. Primum autem patet hoc fieri, fi v
fuerit fundlio homogenea vnius dirrenfionis ipfarum p et u ,

quoniam tum ipfa haec aequatio fit homogenea ac per regu-

las fupra expolitas ad integrationem perduci poteft. Deinde
edam integratio fuccedit fi fuerit v fundlio quaecunque ipfius p,
quoniam tum altera variabilis u vnam dimenfionem non fupe-

rat,
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rat, et aequationis 3 u -b = tlt integrale eft

e
/*~£ u= tu.

J v

Tertio integrationem abfoluere licebit, fi v fuerit fundio quae-

cunque quantitatis p — Pofito enim p — u zz j, vtfitv
fundio ipfius s 9 ob p zz s -h u, noftra aequatio erit vduzsds

ideoque duzz^
s

et u —f , quae integratio

adeo ad- formulas fimplices eft referenda. Quarto manente

s — p — «, fi P, Q, R denotent fundiones quascunque ipfius

/, aequatio noftra vduzzsds-t-sdu tradari poterit
, fi fue-

P s
'

rit H , tum enim fit P3«— Q«3j-i-Ran 3/.'~Q w -+- R «
n ’ V

Quinto etiam patet , fi denotantibus V et U fundiones quas-

cunque ipfius u
,

fuerit v zz x+ Vh+ U r
n
, integrationem

quoque fore in potcftate , fit enim aequatio noftra V / 3 a -h
U s

n ~* d u zz 3/. Atque in genere fi aequatio differentialis

3 s zz Z 3 u fuerit integrabilis , exiftente Z fundione binarum

variabilium s et «, cum noftra aequatio fit s d s zz (v— s) d u9
habebimus v zz s + Z s pro omnibus cafibus integrationem

admittentibus.

Exemplum i.

goo. Sumto elemento d x conflante , fi proponatur haec

aequatio x x d dy zz x d x d y + ny d x% eius integrale inuenire

Pofito dyzzpdx et d p zz q d'x
9

erit qxxzpx-c-ny,
vnde fado yzzux , prodit qxzzps-nuzz<o 9 ita vt v fit

fundio vnius dimenfionis ipfarum p et a, et aequatio noftra

(p-\-nu)duzzpdp — udp fiat homogenea. Cum ergo fit

nudu-t-pdu-{-udpzzpdp
, erit integrando

C-f-nuu-\- %puzzpp et

p ~ u *4~ £C —f— (

n

—f- i ) u uj

.

G a Ha-
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Habebimus ergo ?£ = r/rv . > » «i
* qufle dcnno inteSr^a dat

1 V — * / ii /(n -*-»)-*- / C -H (n ilu 11] f,„
Vin-r-*) "

I)
'

> lCU

D /(“+',= K]/.(#+l) + }/[C + (l, + l)|, 1,]

hincque

D* ** (•«-t- 1)_ a d x*"

-

+- ,) u Y (n -+ i)= C

:

Sit D — / / (n 1 ) et C — 6' (n -h i

)

Vt habeatur

jjrx* V(n-bi)— ifxV{fl ~hl) u=zg, exiftente

Cafu quo « =— i, ob if = 2«
, erit al ?L= u= 3U ideo-

que y z=z a. x l ~

.

At fi » -+- 1 fit numerus negaduus integra»
* tio edam angulos implicabit.

Corollarium i.

8or. Si fit n ~ ox huius aequationis xxddy~xBxdy
integrale completum erit ff

x'— zfy~g 9 qui cafus per le

cft perfpicuus. Cum ex ~2 'z=.
a-5 fluat

v y x

H ~J x et ay ~fx x— j-.

Corollarium 2 .

802. Si fit n~3, aequationis x x d 3-y =: x d x dy -t-

3y d x* integrale completum eft ffx*— 2fxy= g. Idem
euenit fi loco y(n-\-i) fcribatur — 2, fit enim

^— H? = g et tf— zfxy= gx\
vtraque redit ad y =. i (3 x3

.

Exemplum 2.

803. Surnto elemento d x conflante, fi proponatur baee
aequatio ? * a

3

y
-
—
/ (*» jr ar dj* -h nyy d x*) , mr integrale

tompletum inuenire.

Ob
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Ob dy — pdx et dpzzzqd Jf, habebimus q x x ZZ
yftjnppxx-^nyy)) quae pofito .7 = w * abit in

qxzzV(mpp-\-nuu)zv, ob q = %»

Quia ergo eft , erit

d u V(mpp+ » a u) — (p— u)dp ,

quae eft aequatio homogenea. Ponatur ergo p — s a; et prodit

da y (m s s n) zz (s— x)(jda-i-adr);

hincque
S u (s— t> 3 s

,
"7 yim 1 1 -t- n)— s~s -t-i ^

ex qua fit

dx 3 « ii '

x (f — Oit y(mj J-fiO—n+ i'

vnde tam u zzz quam x per eandem variabilem s determi*

natur.

Exemplum 5.

8 04. Sumto elemento d x conitante , fi proponatur haec

aequatio n x3 ddj zzz(y d x— x dj>)% eius integrale inuenire.

Pofito dj — pdx et dpzzqdx, exit nx3qz(j—px)*

zznxxv ob q — Si iam ftatuarur y r a ar, fiet

nv~(u— Pf et — zz — tZ —
vnde habetur nd p zzp d u — a da: quae fa<fto p — ar/, abit

in ndu-j-ndszzzsdu feu d u zz: -
, hinc u zzn l LzzH ,

- Tum vero ob p— a~j, erit

ii zz — zzz — et 1 x zzl !J=*
,
ideoque

x= Sj

rr 9 at y = * x .

Cura ergo fit

' = r=V;>
G 3 Co»
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Corollarium.
$oy. Aequatio nxi

q — (y—px)t
facilius

ponendo y—p*— z, vnde fit — xdpzz.dzi
q 3 x zr. 3 p ,

erit

nx3 dp~zzdx~— n x xd z>

ideoque •

% — — feu , ergo* ° z ax y — p* 7 °

t) X — " g * — ;> 3x— x 3 y
* x— a

Quare
3x

y 3 x— x 3 y n a 3 g

xx XI* — a)
et

3L—nl-±-
x x—

a

C vt ante.

refoluitur,'

quare ob

Exemplum 4.

806. Sumto 3 x conflante, fi proponatur haec aequatio

/(3at !! -+-3j1;=:»3x33j V (xx-*-jy)
y

integrale inuenire.

Pofito dy—petx et 3 p = q 3 x , aequatio propofita

hanc induit formam

(i -+-pp) / (i -+-pp) =znqY(x x-hyy),

quae fafto y — u x et q
—

-£ tranfit in hanc

(i -t-pp) V C 1 -+/> P) — » v Y (i -+-««)•

Cum igitur fit — — _iIL_ = , ob° X — IX V 7

v_ (t-t-ppiVc -t-p p) erjtn/|i+iu)
3

(i-f-pp)* 3«r»(p — a)3pv/ (i-+-a«)

cuius refolutio non fponte patet. Calculum autem ad angu-

los reuocando, fu p= tang. <f>
et u— tang. «, erit

dp=
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dp— -** du — -i“* *«> 4** ”
ooj. ui- *

V'('+PP)=4», ^(‘+ «»)= ij;, et

?— hiocqae

* #
3tt> nj/n. [t|>— ii>)

_
i a $ /• e

Ctf. (p* ‘ COJ.U 2 COj.QcOJ.U) ‘ coj.u '
coj. 4>*

Iluc

3 oj — w B0 fm. (0 — oj) z: d 0 — (d (p — 3 ui) ergo

3 d)— .
3(t)—

.~
i — nj,n. 1

4

>— i»)

Pofito ergo (P— u — vp, erit

J
i — nJtnTyt J i •— nJm. \p

' *

hinc ob p — tang. (p, et u~ tang. w, obtinetur
i* j a caf. t> co I. tu d ai caf. 4> it d coj. $
* /'»•'(' Jin. coj . ut

1

c^. u U— njm.
\J/)* .

Cafu n — i , fit

3 d) — 9 4» ^ vp ( t -4-fm. vl/l^ I JiJl. co, .
\J/

a ^

0= tang. 0 -t- -i-p— *

vp.tu

«/• +
et

c<y. *
3 x d $ cof. (p 3$ c4f. $

coj. 4> coj. -i-Jiu. pjin.
\J/

*
coj. u

Cum autem fit 0— a — y Iri. \p

J“*• 'i'’

erit

*or- + =i Ergo

3 X __ cof. $ [|4> ral*-4-ll

* * (4>— s) coj. <p -+- — u.y Jin. <p—Jm7$
’

Corollarium l

Soy. Si cafu n— i fumatur conflans a infinita,

Hn. \p ~ i , hinc \p — 90° et u — 0— 90°
, tum

IT
~

» ideoque x z= a fin. (J), et uzzz — cot. (J),

J=— a cof. (p, et x x -h jy= a a.

\

erit

vero

ergo

Co-

f
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Corollarium 2.
*'

8o$. Eodem autem cafu n — i
,
quo conflans a non

fumitur infinita, fraflionis cui i? aequatur, numerator com-

mode eft difFerentiale denominatoris ; vnde fit

x— a [(0 — a

y

fin. 0 — fin. 0 -+ 2 (0 — a) cof. 0] •

Tum vero eft

w= 0 - Ang. tang. ,

ideoque
tang. 0—

U--2-- tang. a ~
5
/ feu

* 1
+‘4<*==r

tang' ^
y - » ($ — «1 fin. 0— (0 — a '* cof. 0 -+- co/. <J> .

confequenter

cof. 0 — cof. 0— 2 (0 — a) fin. 0] et

V (XX -hjj) — [ (0— a)*-l- i].

Scholion i.

809. In genere etiam integrationem abfoluere licet.

Cum enim fit

3 /N 30 «t 3 * n 3 0 co/. <J>^ 1 — n jm. vf/ x cof. u *
ent

0 OL ZZ
fu

- Ang. cof.^ njin.

vnde pofito

(0 + «)/(i-»«) = », erit cof. t - i

hincque

fin. 0 = n~ ceJ
r\ et cof. 0 = !!r-*

v 'L-L? n
\ .T

i — n cqf. 9 x
1 — n cqf. I

At ob &) zz= 0— 0 , habebitur
3 1 n 3 tp cof. $ (i— n co/. 6}

* cof. (p/ro. 0 y' U — n n) +Jm. (J) in — cqjT) *

lam
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Iam cum fit 3 3
(J) / (i — n n) , differentiate huius deno-

minatoris eft

-—d4>fin.0fin.0/(i—•&»)-+- 30 cof. cof. 0(i —»»)

-+-»3<$)cof.<f)— 3 (f) cof. $ cof. 0-t-3(J}fin.(|>fin.0y' (i -~nn),

quod redit ad j?3(J)cof.(J)(i — ncof.0) ipfum fcilicet numerato-

rem. Ita vt fit

x-a[cof.<J)fin.0)/(i—nn)~hfin.<p(n— cofJ)]

feu x~ a cof. u (i — n cof. 0), ideoque.

y - u x - a fin. u (i — n cof. &). .

Affumto ergo angulo $ ,
quaeratur angulus \J/, vt fit

fin. \Lr- et cof. V' (i— n») ,

tum vero fiat

“= iTli7T|
—*—

eritque integrate completum

xzia(i — « cofJ) cof. u et y~a(i —«cof.0)fin.u,

/

Scholion 2.

8io. At fi numerus n fit vnitate maior, haec inte-

gratio fit imaginaria
,

quod incommodum vt tollatur , notan-

dum eft, aequationis 30n— integrale effe

(h-t-a— ’ /
— '-*-/>« ^l+ V^jn-MK r—/rn .\J/)^ Vtna— i) Vin— i|{i fjw.xj/,— )(

i

—/in.«j/)
*

Quare fi ponatur -a)Y(nn— i)=0, vt fit

30 = 3<J)/(»»_ i) et « = (p — ^ = ^ (

n

'

—

~T)

—
erit

e
e-hi y (n— i)(i-»-fin.vlv) (n— i)(i -+-fin.vp)

_

e*— i hn.vp; cof. 4/y{nn— i)
*

vnde reperitur

Vol. II. H fin.

(
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fin. \|/
— 2 n-

et cof. \J/ = [e*— (-*)•[/(nn— i)

ne,=r“>ne’ -t- 2 -htie

ita vt ex angulo 0 definiantur angitli v|/, $ et “• Cum iam

fit

9* n 9 $ eoj. <ft
n 9 ^ cof. $ Cfit

~x~ eoj. ai cof. Cp co;. <|/ Jin. $Jin. 'p*

9 X w94)cof. (J)(ne*-+- 2 -i-ne
~

®)

cof.4K^—

e

*_))/(«« — i)-t-fin.c|)(t
,s

-t- 2 n-+-e *)

vbi iterum commode euenit, vt numerator fit ipfum diflferen-

tiale dcnominatoris, quemadmodum differentiationem inftituenti

mox patebit. Hinc ergo erit

arra [cof. (£>0*— e~ ,)\/'(nn— i)-+-fin.0(f*H- 2 »H-r*j] feu

jfrflcof.uCn^+i+nr'), et ob = tangi w fit

jr~afin.w(ne*-i-2-hne~ i

) .

Quocirca ex angulo & primo quaeratur angulus v[/, vt fit

fin. v|/ n:
2 n-

et cor. 4/= (‘‘-‘-‘iV'"’’- 1 ')

ne’-+- 2 -*-ne

-a — , ac for-

n e’ +• 2 n e~

quo inuento capiatur angulus w — —
n
*_

T)

mulae illae pro x et y inuentae dabunt integralc completum

ob duas conllantes a et a introdudas.

Scholion 5.

81

1

. Cum hic praecipua pars integrationis fortuito

fuccefiifle videatur, operae praedum erit in eius caufam inqui-

rere ,
num forte ratio integrandi clarius perfpici queat. Cum

igitur fit

Ct)
— \);+(i) et 9c[) — ^—- ,

~ ~ T
1 — k j/n. 7

liinc que

9 u = — n 9 (b fin. \[/

,

1 — njin. tj;

~ T 7

aequa-
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aequatio
;

-—
* ii —

, ob cof.(£rcof.\{;Cof.u— fin.vj/fin.w,

in hanc refoliiitur

if — n 3 <p cof. v},—
quae ob

d$ =—3
n/rt-y

et " 3 $ fin. vj/ = 3 6),

induit hanc formam intcgrabilem

s * « 34* c»f. 4* ^ *»/ 1 - <»>_

~x i — n Jin. 4< eoj. u 7

ex qua elicitur

_ n «o/.u et y
__8/m.Q 0 {, y-y.vZ.Vtang.OJ.

i — njm. 4/
J

i — n Jin. 4<
7 J ©

En ergo in genere aequationis noftrae hanc integrationem.

Anguli ca et hanc inter fe teneant relationem, Yt fit

3
n << j/Jm. 4»

i — Hjin. 41 *

tum vero erit

„ a cof. oi
y __ ajin.bi

i— njin.y^i j— n Jin.sfs

Quodfi ergo ponamus Y (jc x -+yy) r z
,

Yt fit

x-zcof. co et 7 rz fin. w , erit

et fin. v{v
—

i — n jin. 4»

= At fit

3 \p
~ yr~ *v (

3 w =
a B z

n n z z— |z — a J*

J

( z — a 1 i z

z y' in n z z— ( z— a)1 ]

vnde angulus u per z definitur,

dam ,
fi ponamus

“
, hinc

n z 7

ergo

Ad irrationalitatem tolten-

Y [n nzz — (z— o)
1

] = s (n z -+- z— a), fit

(n-t-i)i j — n-f-i
et 3 w =

H a

!JLiliL 5 ~~ H
tis-Mj ilfi+ i)**— in — i) J

7
feu

3 u
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3 u= -lil_— lii
•

ji+i |» + i)»<— n

t

quae integratio eft manifefta.

Problema 99.
812. Si aequatio differendo - differentiatis tum demum

fiat homogenea , fi alteri variabili y tribuantur n dimenfiones,

eius integrationem ad aequationem differcntialem primi gradus

reducere.

Solutio.

Pofito dy — p d x et dp — q d x , vt oriatur aequario

inter quaternas quantitates finitas x, y, p et quae quomodo
ratione homogeneitads futura fit comparata, videamus. Primo

ergo cum pro x vnam dimenfionem numerando ,
variabilis y

habeat n dimenfiones, quantitati p—i2 tribuendae funt n—x
dimenfiones, quantitati q — vero n — a dimenfiones. Quo-

circa ponamus

y — xn a, p =r x*—

1

f, et q — xn ~ * c,

et ob dy — p d x et d p ~ q 9 x, habebimus

xdu-+-nudx~tdx et xdt+(n— i)tdx~vdx, -*

vnde colligimus

d X S U d t

x t — n u v — (n — i)t *

ideoque

d u [v— (» — i) f] d / (t— n a)

.

At finfiis fuperioribus fubftitutionibus in aequatione infer x, y ,

p et 9, per hypothefin variabilis x ex calculo extruditur ,
ita

vt prodeat aequatio inter tres tantum variabiles t/, t ct <u, ex

qua litteram v per binas / et a definire licebit. Quo valore

fubftituto habebitur aequatio differcntialis primi gradus inter

binas variabiles a et t
,

ex qua t per a determinari queat

;

ope
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ope aequationis ~ ~ definietur x per k, hincque ob

u—— obtinebitur aequatio integralis inter x ct y,
eaque ob

x*

duplicem integrationem completa.

Corollarium r.

813. Aequationum ergo inter x,y, p et q hoc mo-
do traftabilium hoc eft crlterium, vt pofito ?rxn

«, p~xn~ l
t

et exponens n eiusmodi determinationem patiatur,

vt variabilis x prorfus ex calculo per diuifionem egrediatur.

Corollarium 2.

8 14.. Si fit n - o, aequatio ita eft comparata, vt tri-

buendo ipfi y eiusque differentialibus nullam dimenfionem fiat

homogenea. Hoc fcilicet cafu fola variabilis x cum fuis dif-

ferentialibus dimenfiones conftituere cenfetur.

Corollarium 5.

8 15. Contra vero fi dimenfiones ex fola variabili y
aeftimentur , ita vt ea cum fuis differentialibus dy et d dy
vbique eundem dimenfionum numerum conftituat

,
exponens n

fiet infinitus.

Scholion.

81 6. Si fola variabilis x cum fuis differenti ilibus vbi-

que eundem dimenfionum numerum complet, ob wrofitwrj',

et in aequatione inter x, j', p ct q ftatui conueniet p
~ — et

quo fatfto variabilis x ex calculo deturbabitur, prodi-

bitque aequatio inter y,
t et v, cuius ope aequatio differentia-

tis d y (v + t) ~ t d t ad duas tantum variabiles reducetur, qua

refoluta erit ^ — ^2
,

vbi cum t detur per j, integratio

nullam habet difficultatem. Verum altero cafu, quo va^ibilisj'

H 3 fola
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fola cum fuis differentialibus pares vbique dimenfiones habet,

ideoque exponens n infinitus capi deberet, refoluiio alio modo
inftitui debet, quem mox docebimus, nifi forte permutando

variabiles .v ct y cafum ad praecedentem reducere lubuerit.

Exemplum i.

517. Sumto elemento dx conjlante
, fi proponatur haec

aequatio x x d dy - a y d x'~ -h (1 x d x dy, eius initgrale inuemre.

Perpendatur hic ifta conditio, qua fola variabilis x cum
fuo differentiati d x vbique duas conftituit dimenfiones, eritque

n~ o. Cum ergo pofito dy-pdx et dp-qdx
, habeamus

qxx~a.y-+-(Spx, ftatuamus p
-
^ et fictque v~ay

-4- (3 t ,
vnde adipifeimur illam aequationem differentialem

aydy-h-tp-hi^tdy— tdt,

ob cuius homogencitatem faciamus t ~y z, eritque

a dy ( p -f- 1 ) z dy ~y z d z -+- z z dy feu

S y
y «-1 i|l r- I ) z— z z

’

Sit a -f- (|3 -f- 1 ) z — z z — (f z) ( g

—

z)

vt fit

a z=fg et (3+i = g — /,
reperieturque

5 y d z —f— 9 zy — j
- g _l_

f + g :

y /+* g— s

vnde colligitur integrando

/J' = C— -L
g
.l(f-hz)— jl-l^g— z), feu

r g

.J' (/4-z>-+-g (g — z)j-rg —a.

Tum
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Tum rero eft

i X dy 3 z

x
3 x
x

yz
. t

(/+ z) (g — z)’

r

feu

g J-T-* J-t-S l
l

x — b /+1,
feu r±l — (*)/+ ?.

v g

—

z' 1
g— z 'b '

- r . r g Xf+S— fl,f-l-t
Vnde cum fit z= b

ftituto

b>’
,

erit hoc valore ibi fub-

(f-h g) l* xfy == a (b1*- * -+- x*+ *)

,

feu pofito —

f

4 /f-g

eft vero g — j — p -+- 1 et g -\-f— Y ((P -+• 0* -+* + «)•

Corollarium.

8 18. Quoniam in aequatione propofita etiam ambae
Variabiles x et y fimul vbique totidem diinenfiones habent

,

eam etiam fecundum praecepta praecedentis problematis tra-

«ftare licet.

Exemplum 2.

819. Pofito dx conflante, fi aequatio differentio-diffcren~

tialis duobus tantum terminis conjlet
,
vt fu huiusmodi

d dj — c xa d x2 ~ y dyy ,

eius integrale inuejligare.

Pofito dj— pdx et dp — qdx, habebitur haec tor-

ma q
~ c ar“ y? p

y
,

vbi exponentem n ita definire licet
,

vt po-

fito yz=zxn u, p — xn ~'t et q
— xn

~ t v, variabilis x per di-

vilionem tolli pofiit, capi enim oportet

a -+- (3
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a -q-
f
3 -t- y (» — i) — 2 — °i

*"eu ” — 7
“ *

tum que erit v= c tfi t\ Aequatio ergo differcntialis primi

gradus refoluenda erit
4

ctf (yd u — (n—i)tdu=:tdt — nudt,

cx qua cum variabilis t per u fuerit determinata, integrari

oportet hanc formulam ^ = c
l
u0 ha° ob u~^ ob‘

tinebitur aequatio integralis quaefita inter x et y.

Cafus tantum
(
3 -4-y — x, quo » fit infinitus, pecu-

liarem poftulat tradationem infra exponendam, nifi forte fimul

fit y na+ a, tum enim exponens n prorius arbitrio no-

ftro relinquitur, at aequatio erit homogenea.

Exemplum 3.

820. Sumto elemento dx conjlante , ft proponatur haec

aequatio

x*ddy = x*dxdy-*- 2 xy d x dy — 4yy d x*,

eius tntegrale inuenire.

Hic euidens eft, fi ipfi y eiusque differentialibus dy et

d dy binae dimenfiones, ipfi x vero et dx fingulae tribuan-

tur, in omnibus terminis obtineri lex dimenfiones. Quare cum

pofito dy—pdx et dp — qdx ,
habeamus hanc aequatio-

nem

x* q — x* p -t- 2 x y p— 4yy, faciamus’

y— x*u, p— x t et q
— Vy prodibitque •

V— t-\- 2 Ut 4 UU.

At ob n— 2 , aequatio differentialis noftra erit

du(v— /)
— d t (f— 2«),

quae
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quae abit in

a ud u(t— 2 u)— d t (t— 2 tt)

,

vnde deducimus vei t — a. u vel + quos binos ca-

fus feorfim euoluamus.

x) Si 1 — 2 u, ob y?—
u
- fit 3 »~o, ideoque

«“C, ac propterea jr Cxjr, quod eft integrale particu*

lare, aequationi propofitae vtique fatisfaciens.

a) Sit t z= u u c, erit — ~ —
, vbi tres' 7 x u- a i* -+- c 7

cafus funt confiderandi

:

Primo fi conftans c— i
,

erit

—— — —* *
- * feu x x~ (x x— _>-) / -

a i — u xx— y 1 v •'-'a

Secundo fi conftans c—i—ff. erit — = ^—

~

JJ1 x (li— l)1—//
hincque

i X=Z^ZJ jLt2LTJ
»/ /-*-*-*

ergo ob u—
,

erit

C,

V

*

Terrio fi conftans c= i -+-//, ideoque ii* — —
quae integrata dat

/* = } Ang. tang.JLrii, feu ^ := fang.// i.

Pro ratione ergo conftantis arbitrariae c integratio vel

algebraice fuccedir, vel a logarithmis, vel ab angulis pendet,

vnde forma generali exprimi nequit.

Scholion.

82 i. Integrale autem particulare primo inuentum
y— Carar in nulla liarum formarum, quibus integrale com-

Vol. //. I pleturo

(
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pictum conftituitur, contineri deprehenditur: nihilo vero mi-

nus fatisfacit aequationi diffcrcntio-differentiali propofitae. Hoc
ergo exemplo magis illuftrantur ea, quae fupra circa hoc pa-

radoxon fumus commentati, quod interdum aequationi diffe-

rentiali fatisfaciat aequatio finita, quae in integrali completo

minime contineatur. Videmus igitur hoc idem paradoxon

etiam in aequationibus diffcrcntio-difFerentialibus locum habe-

re. Vtrum autem illa aequatio y — C x x inter integralia fit

admittenda, alia eft quacftio, quae nondum penitus videtur

confcfta; hic quidem ipfa aequatio propofita quafi fatftores ha-

bens eft cenfenda, ex quorum altero illa aequatio y
~ C x x

nafcatur, verum multum abeft, vt in hac explicatione acqui-

efcere queamus. Quin potius ipfa illa quaeftio, fiue geome-
trica fuerit fiue alius difciplinae, cuius folutio ad huiusmodi

aequationem perduxerit, accurate perpendi debere videtur; vbi

plerumque haud difficulter iudicari poreft, vtrum quicquid ae-

quationi differentiali fatisfaciat, id etiam ipfi quaeftioni con-

ueniat nec ne? Veluti fi defcenfus grauis ex altitudine — a
labentis definiri debeat, et altitudo qua iam a terra diftat fit

x ,
erit ibi celeritas vt / (

a

— jr), et elementum temporis

d t — . Hic quidem euidens eft ifti aequationi diffe-

rentiali fatisfieri ponendo x~a
, ita vt tempus t maneat in-

definitum, quod tamen quaeftioni neutiquam conuenit, quae

noniii vero integrali t
—

2 / (a— ar) refoluitur.

Problema 100.

822. Si in aequatione differentio- differentiali variabi-

lis y cum fuis differentialibus dy et ddy vbique eundem di-

menfionum numerum adimpleat, eius integrationem ad aequa-

tionem differentialcm primi gradus reducere.

Solutio.
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Solutio.

Pofito dy— p d x et d p — q d x , aequatio ita erit

comparata, vt in ea ternae variabiles y , p, 9, vbique eundem
dimenfionum numerum obtineant, altera variabili x in com-
putum dimenfionum prorfus non ingrediente. Quare fi fta-

tuatur p
— uy et q~vy , in omnibus terminis inerit eadem

ipfius y poteftas, qua per diuifionem fublata habebitur aequa-

tio inter ternas tantum variabiles ar, u et v, ex qua vnam
per binas reliquas definire licebit, ita vt v aequetur fun&ionl

cuipiam ipfarum x et u. Iam ob p
— uy erit dy — uy d x,

ct ob dp~qdx fiet u dy -+-y d u — vydx, vnde fequitur

U — udx et ,

ideoque d u uudxzzzvdx , quae aequatio diflferentialis

duas rantum variabiles x et u compledlitur. Quam ergo fi

integrare liceat, vt relatio inter x et u inde innotefcat, fu-

perell, vt formulae udx integrale inueftigetur, quo inuento

erit ly~ udx, ficque aequatio orietur integralis inter x et

y, quae ob duplicem integrationem peraftam duas conflantes

arbitrarias inuoluec, ideoque integrale completum exhibebit.

Corollarium 1.

823. Huiusmodi ergo aequationum integratio reduci-

tur ad huiusmodi aequationem diflferentiaicm du-^-uudx~vdx,
cuius refolutio fi fuccedat, fimul illarum integratio habetur,

cum formulae udx integratio difficultate careat.

Corollarium 2 .

824. Cum fit ^2 ~udx, erit y=.e^ udx ,
qua fubflitu-

tione aequatio differendo - differ entialis propofita ftatim redu-

citur ad aequationem differentialcm primi gradus, erit enim.
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U-p-
dx * et 11- q-

dx 7

e
fu 3 x 0) u -+- u u 9 x')

Tx :

ac tum formula exponentialis fpontc ex aequatione egreditur.

Corollarium 3.

825 . Viciffim etiam propofira aequatione differentiali

primi gradus 3 u -+- u u 3 x ~ v 3 ar, in qua v fit fundlio quae-

cunque ipfarum x et «, ea pofito in eiusmodi ae-

quationem differentio-differentialem transformatur, in qua va-

riabilis y cum fuis differentialibus dy et 3 dy vbique eundem
dimenfionum numerum conftituat.

Scholion i.

82 6. Haec redu&io aequationum diflfercntialium pri-

mi gradus ad gradum fecundum legibus analyfeos aduerfari vi-

detur, interim tamen fubinde vfu non caret
j

quodfi enim alia

methodo huiusmodi aequationes differentio - differentiales tra-

dtare liceat, dum earum integralia vel per feries exhibentur

vel finite, fimul integralia aequationum differentialium primi

gradus innotefeunt, quorum ratio plerumque aliunde vix per-

fpicitur. In fequentibus autem videbimus, eiusmodi aequa-

tiones differentio - differentiales in quibus variabilis altera y
vnam dimenfionem non fuperat, per feries commode integrari

poffc, atque adeo interdum has feries abrumpi, ita vt inte-

grale finita exprellione exhibeatur. Caeterum propofita huius-

modi aequatione diflferentiali primi gradus 3 u + u u 3 x - vdx,
fubflitutio eo magis eft notatu digna, quod fumto

elemento 3 x conflante fiat

3 « r ideoqueydx y y d jc
1 T

du-{-uudx~ ,
y *x 7

ita vt duo termini hoc modo in vnum coalefcant.

Scho-
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Scholion 2.

827. Cafus hic imprimis notaffe iuuabit, quibus aequatio

du-buudx — vdx integrationem admittit. Hunc in finem

fit du— Vdx forma generalis aequationum refolubilium
, et V

certa fundio ipfarum x et «, ac manifcftum eft fi fuerit

v — uu -
f- V integrationem fuccedere. Primum ergo hoc

eueniet fi fit Vn 1
,

denotante X fundionem ipfius x et U
ipfius u. Secundo fi V fit fundio homogenea nullius dimen-

fionis ipfarum x et u. Tertio fi denotantibus X et H fun-

diones quascunque ipfius ar, fuerit V — X u -+- S un . Quarto

fi denotantibus P et Q fundtones quascunque ipfius «, fuerit

V — 1 . Similique modo ex aliis formis integra-
Pjr+ Qjf'

M

bilibus alii calus concludentur.

Exemplum i.

828. Sumto elemento d x conjlante
, fi proponatur haec

aequatio

ayddy-ht3 d/ = Jl*J r ^ /laa-t-xx) 7

eius integrale inuenire.

Pofito dy — P d x et d p — q d x, prodit

quae fado p ~uy et q = vy ,
abit in hanc

i feu v =
.+ " a V ( a a -t- x x

)

vnde hanc aequationem refolui oportet

—

«

P u M

du-\-uudx~ u a x — P u u 3 X

a /(a a x x)

Statuatur u = * , fietque

3 / -h = (i 4* §-) a -v,

1 3

«/(« i+ jj]
quae
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quae per [* •+* Y (a a •+• x jt)]® multiplicata et integrata dat

s[x-*-Y(aa-*-xx)]
<t-(i-*-£

r')fdx[x-+-y
(aa-hxx)]a .

Fiat x -j- / (a a -f- x x) z=z erit

a a— f a — 2 <“Af, hinc

x ——~ —\f-iaar* et
a

d x — 2*9 t (t
a~ I

-+-fl a r a ~');

ita vt fit i

s t
— (i H-l)/? d t (t* -h a a |““) feu

, ,= c

+

i±£(HL

+

a-^i) .

a \ a -f- 1 i — a/
Porro eft 12 — udx — ^i at ex aequatione difFerentiali eft

r i -t- JL }
— il~\ — ,

hincque

(aa-t-arjr)]=/jt-+-D

ergo y =: B (j / )~“

P

. Quare fumto Crt^A, habebitur

j= b(a+SIL

+

\ a + i i — a/
exifiente

jrri(;“— aat~ a
), vel t=[x-i-}/ (aa-+-

x

*)]“,

ita vt aequatio inter x et y fit

= A+ -i-[jr+ i/(flfl+ rjr)]
a -4-i

a

+ [*-+• /(flfl-f- X X)] a .

Scho-

/
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Scholion.

829. Hoc idem exemplum ita eft comparatum, vt alia

ratione facillime reiolui polfit; aequatio enim

fi per multiplicetur, ob q d x ~dp et pd x~ d abit in

a rf p i (3±2 — <?x
1

y vi« «-*-**)*

cuius Unguli termini lunt integrabiles. Prodit ergo

p
a jP~C [ar-f- / (0 a x x)]

,

hincque

£ . i

y a dj C 3 ar [x + y (0 0 -f- a: jr)]
a

,

quae aequatio dcnuo integrara praebet integrale ante inuentum.

Forma ergo generalis aequationum hoc modo refolubilium eft

P 3 p-f-Y 3 y-4-X 3 xzz:o, exiftente P fun&ioue ipfius p, Y
ipfius y et X ipfius x ,

quae noftro more repraefentatur per

P?H-Y/>-f-X:izo. Hinc ergo perfpicitur quomodo etiam

aequationes differentio - differentiales ope idonei multiplicatoris

ad integrationem perduci queant; quae methodus, cum in ae-

quationibus diflferentialibus primi gradus infignem vfum praefti-

terit, eo magis excolenda videtur, quod etiam ad aequationes

differentiales ahiorum grtduum pateat, quod argumentum in-

fra fufius pertratftare conabimur.

Exemplum 2.

830. Sumto elemento dx conjlante
, fi proponatur haec

aequatio

xyddy=ydxdy-{-xdy'-t-
7r
**^

x) 9

eius integrale inuenire.

Polito dy — p 3 x et d p— q d x, erit

*yq=yp+*pp+ 7&£nr*j>
quae
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quae fafto p = u y et q~vy ,
abit in

vnde oritur haec aequatio difTerentialis

du + uud y— H-|f feu

X d B — « 5 X b X d X
v u Vias— XX J

5

cuius integrale
’

C — -7 —— by (a a — x x), feti

u — - ergo ^ — i

xS * —

.

aa — XX)’ ° y C + tyioo—XX)

Statuatur V (a a— rx)=t, vt fit x d x —— l d t, erit

iy —tat
y C+Tf

H
b

cat
b ( c ' b t

)
' * et

Ar=— {-+A ,(C+*0+ '»-

Sit C— nbb, erit

J — -/(c a— y x)
j n J

«&4-V(a a — x x)

. c b b

»bi e et n funt conflantes arbitrariae.

CA-
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DE

AEQVATIONIBVS DIFFERENTIO- DIFFERENTTALI-
BVS IN QV1BVS ALTERA VARIABILIS VNICAM

HABET DIMENSIONEM.

Problema ioi.

83 *«

Sumto elemento conflante, fi proponatur aequatio huius

formae 5 dy •+ P d x dy -+- Qy d x* ~ o, vbi P et Q fint fundio-

nes quaecunque ipfius x ,
eam ad aequationem differentialem

primi gradus reuocare.

Solutio.

Ponendo dy d x et dp~qdx
9

aequatio propofita

induit hanc formam ^-f-Pp-f-Qy — o, in qua fi methodo
ante expofita flatuamus p ~uy et q ~vy ,

obtinebimus hanc

inter x, u e t v aequationem t) + Pn+Qro, hineque v~-~
Pa— Q. Tum vero fit

dy — uy d x et udy -hy d u — v y d x,

ita vt fit

iy — udx — ZULzlH
,y u 7

ideoque

3a-f-aa9*‘-f-Pa3x-}-Q3*:=o
fubftituto pro v valore.

Vol. II. v K Qua
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Qua aequatione refoluta erit ly ~/ud x. Vel fine

his fubftitutionibus ftatim iu ipfa aequatione propofita ponahius

y — e-
,u>x

9
vnde fit

dy-efu)x udx 9
et ddy~ejudx (dudx-huudx*),

et cum fa<fta fubftitutione quantitas exponentialis e
Judx ex cal-

culo tollatur, obtinebitur praecedens aequatio differendalis pri-

mi gradus

5a-i-«a5jr-4-P«9jt-l-Q34r~o,

a cuius refoludone integratio aequationis differendo - differen •

tialis propofitae pendet.

Corollarium i.

832 . Haec aequatio differendalis primi gradus pluri-

bus modis in alias formas fibi fere fimiles transmutari poteft.

Veluti fi ponamus «rMz, prodit

M d z -+- z (3M -+- PM dx)
-+-MM z z 9x -+-Q dx- o

;

vbi pro M eiusmodi funddonem ipfius x accipere licet, vt ter-

minus ipfa litera z affedius euanefcat, quod fit fi

3M+ MP3jt~o feu M~C e~Stix.

Corollarium 2 .

S 33 . Similis forma prodit ponendo u — -5-
, fit enim

K i z -i- th -f-
K

—f-
KP ix

-f- Q d x ~ o feu
z z z z z z --

Kdz— z(3K-+-K Pdx)— Qzz5jt— K K ~ o,

\bi fecundus terminus, fumendo K = C e~Jtix9
pariter euanefeit.

Corollarium 3.

834 . Similis transformatio generalius inftituitur, ponen-

do « = K+ Ma, prodit enim

3K -+-
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3K -+-M 3

z

z 3M -+-K K

3

x -+- 2 K M 2 dx -hMM z

z

3 x*

-+-KPdx-i-MPzdx-+-Qdxz=:o>

quae ordinata praebet

M 3 z -+ z (3M+ 2 KM 3x -+M P 3x)
-+-MM z z 3 x*

-+-3K-hK K3x-+-KP 3x-+-Q3xroj

nde fecundus terminus tollitur fumendo

M-Cr;,x,8K+P) feu K — —

.

Corollarium 4.

835. Adhuc generalius fimilis forma oritur, fi pona-

tur u
—

^J
8

,
vnde prodit

3a(LM— KN)-*-L3K— K3L-+-25(L3M—M3L-+-N3K—K3N)
-+- 22 (N 3M—M 3 N)+ (R+ Ma)‘ 3*-+- P (R+Ms) (Ln-Najd*

-+-Q(L-t-Nz)
a 3x:=c ,

quae reducitur ad hanc formam

or3z(LM-KN)
1L3M—M3L-+-N3K—K3N )^ z
l

-+-2KM3x-+-P(KN-+-LM)3x-+-2LNQ3xJ

-hzz(N3M—M3N -+-MM3x-hMNP3x-+-NN Q3x)

-i-L3R— K3L-i-KK3x-f-KLP3x-+-LLQ3x:

vbi pro K, L, M et N fundioncs eiusmodi ipfius x accipere

licet, vt forma prodeat tradatu facillima.

Scholion.

83<J. Quoniam huiusmodi aequationes differentio - dif-

ferentiales ,
in quibus variabilis y vnicam habet dimenfionem

frequentifiirre occurrere folent, merito geometrae tantopere in

refoluenda aequatione

3a+ w«3x-l-P«9x-f-Q3x=:o
K 2 ftu-
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{ludium et operam collocarunt, quae etiam forma generaliori

ita repraefcntari poteft,

9s-hPs3jr-f-R25:5jr-f-Q5jr“o,
cuius quidem cafum eximium 3z+2z3x~ajra 3r olim

£omes Riceati in haud fpernendum Analyfeos incrementum

« propofuerat. Inter transformationes autem huius cafus praeci-

pue notari meretur pofitio x— /* -+71
, quae dat

— n n

d z H — z z d t
— —— t * -+- * d t ;

n & n -f- ft
*

n

vnde ponendo as= C ,
prodit

n —a
(n -H a) C 3 v -f- C n ;»-+-• v 3 *

n *

H-aCC/n^-«vv9/=i:2cr B -^ ,! 3r, feu

(»+ i)C9v+ "-~ + 4 CCcvSt— 2fl3s: •

ita vt hic nulla poteflas indefinita ipfius f occurrat. Si hic

porro ponatur v ~ ~ s ,
fiet

— +'(jh-2)C3x+ "Slll -h 2 C C s s d tzziadt

,

. nCaSt . 4CCnsdt
+--7T- ?—t

, t C C a * dt

t t

vbi fi capiatur orietur

(n -t- a) C 5 s -+- a C C s s d t - 2 a d t -
quae forma fimplicifiima videtur.

i

Theorema.

837 . Sumto elemento d x conflante ,
fi aequationi

differendo - differentiali

d dj -f* P d x dj -4- Q.J dx*= o
latis-
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fatisfaciant intcgralia particularia y
~ M. et y — N, ita vt ra-

tio M : N non fit conflans ,
erit eius integrale completum

Demonftratio.

Cum valores y — M et y zn N fatisfaciant aequationi

propofitae, erit

3 d M -f- P d x dM -f- QM d x*— o et

ddN-4-Pd.rdN-f-QNd.r* — o,

Vnde patet, ponendo y — a M + p N, aequationi quoque fatis»

fieri, cum fiat

+ a (39M+ P9r9M+ QM3jr*)} _
+ p(9aN+ Pax9N+ QNa^*)i _0,

Quoniam vero hoc integrale y — a M -f- (3 N duas conflantes

a et (3 compleditur , quas pro lubitu definire licet , id com-
pletum fit necelfe eft, nifi forte N fit multiplum ipfius M.

Corollarium i.

838. Ex datis ergo duobus integralibus particularibus

huiusmodi aequationis , eius integrale completum formari pot-

efl, fiquidem illa duo integralia fint inter fe diuerfa.

Corollarium 2.

839 . • Cum pofito y e
fuix feu u ~ ii

, prodeat

dK-f-KK9.r-4-Pad.r--f-Qd.v~ o.

Si huic aequationi fatisfaciant valores u — iUL et «r: ,

eidem quoque fatisfaciet valor u — ,

ai M ^ 3 J
,

N
. .

* * (a N -t- [iilj.x

Corollarium 5.

84°* Si ergo aequationis du-hUudx-hPudx-b Qdrro
habeantur duo integralia particularia k~R et k~S, ob

K 3 M =
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ftudium et operam collocarunt
,

quae etiam forma generaliori

ita repraefentari poteft

92-f-P3djr-f-R2z5jr-hQ3jrrzo,
cuius quidem cafum eximium — a xn d x olim

^omes Riccati in haud fpernendum Analyfeos incrementum

propofuerat. Inter transformationes autem huius cafus praeci-
_ *

pue notari meretur pofitio x — t *-+r», quae dat
— n n

d z H — z z t**7* d t — t n + * d t %
n -h a n. -H & 9

n

vnde ponendo 2 z:C<»+'>, prodit
n — *

(» -H a) C d v C n <*-+-* e 9

;

n _*

_

H- 2 C C /«T+r; vvdtzrz feu

(» + 2)C9t)4- n_£^-i£ -fsCCco3t= z a d t: -

ita vt hic nulla poteftas indefinita ipfius r occurrat. Si hic

porro ponatur v ~ sl -j- j ,
fiet

— + (» + 2)C 3 r+ *c±lL i C C s sd t-zadt

,

. ncoit . 4 cr>.jat
-f. __ h- -—t

I

tCCm^ '*•

*

t

vbi fi capiatur a~ orietur

(»^2)C3/+2CCjt3fr2a3;-
quae forma fimpliciflima videtur.

/

Theorema.

83 *
7 . Sumto elemento 3 jr conflante ,

fi aequationi

difFerentio - diflferentiali

d dj -+- P d x dj> + Q.y d x*= o
fatis-
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fatisfaciant integralia particularia y — M, et y r= N ,
ita vt ra-

tio M : N non fit conflans
,

erit eius integrale completum

j<~aM+ (3N.

Demonftratio.

Cum valores y
— M et y N fatisfaciant aequationi

propofitae, erit

dDM-+-P3jr3M-f-QM3jr*iz:o et

5dN-f-Pc).rdN-l-QN 3 x* — o

,

Vnde patet, ponendo y ~ a M +• p N, aequationi quoque fatis-

fieri, cum fiat

-f-«(3 3M-f-P _
4-(3(ddN4-P3x3N-f-QN3x*)}-- 0'

Quoniam vero hoc integrale y — a M H- |3 N duas conflantes

a et (3 compleditur , quas pro lubitu definire licet , id com-
pletum fit neceffe eft, nifi forte N fit multiplum ipfius M.

Corollarium i.

838 . Ex datis ergo duobus integralibus particularibus

huiusmodi aequationis , eius integrale completum formari pot-

efl, fiquidem illa duo intcgralia fint inter fe diuerfa.

Corollarium 2.

839 . Cum pofito y = e^
uix feu u — 13L

,
prodeat

3K-hatt3ar-hPa3jr-l-Q3jf~o.
Si huic aequationi fatisfaciant valores u — et um iiL ,^ M ax N d x 7

eidem quoque fatisfaciet valor u — -~d M J N
- .n n l«>+ [J Mji/*

Corollarium 5.

840 . Si ergo aequationis du+ uudx-*-? udx-+-Qdx~o
habeantur duo integraiia particularia «“ R et »~S, ob

K 3 M:
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M = eJK3x et N =
integrale completum erit

ae/Rax R -4-M” x S

a eJ
1X0 X

flue

(S-R)— T
a(/K«+ p

«/>'**

Scholion.

841. Maximi momenti eft haec obferuatio
,

quod in

huiusmodi aequationibus ex cognitis binis integralibus particu-

laribus integrale completum aflignari poflit. Plerumque autem
cognito vno integrali particulari , in .eo fignum radicale ineffe

folet , ob cuius ambiguitatem duo limul integralia particularia

innotefcunt. Ita fi aequationi

fatisfliciat valor u — T -t- }/ V, eidem fatisfaciet «:T — y/V,
vnde integrale completum erit

u — T

« = T

-hV v— 2 (3 / V
feu

a e^oX * v
-h (3

ae*J3*Vvyv— (3}/V

a

Ac fi forte fit j/ V imaginarium, puta y/V~X'/— 1, ob

e~f3xVV — cof. fX d x ± y— 1. fin./X d jr, erit

— T (ct~P)*8/

/

x a*-Ha+ g)/»B.jxa*.'/—

»

v ,/ x
(a-*-p)CO/.JXrf*-Ha— (5 XJ1.V-1 ’ ?

feu pofito

(a —
(
3 ) /— 1 ~ y et a -f- (3 5 ,

« = T -4- x ~
. X ,

tel edam
6 coj.jx 2 x

-

4- yjm.j x ax '

«= T+ X tang. (/X d *-+-<) .

Pro-
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Problema 102.

842 * Sumto elemento d x conflante, inuenire inte-

grale completum huius aequationis differentio-differentialis

d dy A dy d x -f- By d x2 — o.

Solutio.

Pofito y — e
Ju3x prodit, haec aequatio

da-f-aadjr-f-Aadjr-HBdjrzzo, fiue

d x —— —

-

,

cui fatisfit tribuendo ipfi a eiusmodi valorem conflantem vt

cuadat a a -f- A a -b B = o
,

qui funt

u—— 1A+ /(JA A— B).

Hinc ergo cum habeantur bina integralia particularia y~e^u3x9
_

pofito Y (|AA — B) = n, erit integrale completum

y — e~ 1 A x
(a e

nx
-f- 0 e~ nx

),

ac fi fit a numerus imaginarius
, puta n~my— i, erit

y — e
8

(acof. mx -+- (3fin. mx)-Ce 8
fin.(w„v-4-y).

Sin autem fit n — o, prodibit

y— e - (a -f. (3 x).

Corollarium i.

84.3. Ad integrale ergo aequationis propofitae inue-

niendum, refolui oportet aequationem algebraicam »a+ A#
-4- B ~ o

, quae oritur ex propofita

— o,

fi loco y, dy, ddy, fcribatur a°, a1

,
a*, et elementum dx

reiiciatur, tum enim binae radices illius aequationis dabunt

integrale completum. ‘ •

Corol-
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Corollarium 2.

844. Scilicet fi aequationis a«4-A«+ Br:o fa-

rtores fint («-+-/) («-*-£), ob valores u=z—f et u=~g,
intcgrale completum erit y ~ a. t~ix -f- (3 e~ s *. At fi fit

g —f, erit y— r}x (a -f- p x).

Corollarium 5.

845. Si aequatio «tf-f-Aa-f-B —

o

habeat fartores

imaginarios, quo cafu huiusmodi formam habebit

uu -+- 2fuco(.% -•-//= o, erit u

~

—/cof.£ ±fY— i.fin.£,

hincque integralc completum erit

:

y — e—SxcaS-Z
(a cof./ jr fin. % -+ (3 fin.fx fin. £) , fiue

y =z C e~ix * fin. (fx fin. £ -4- y).

Scholion.

846. Idem integrale completum repentur methodo
confueta ex aequatione d x z=z pofito enim

# a + A k + B ~ (b -+-/) (

u

-+- g), erit

(g—f)dx = 0̂- — et Ce<s-/)* — “_±f

,

\t> j y u g u -1- / 7 -(-/ 7

vnde fit

o- — C f /»*
a — 1—rlf

, feu
C e‘ s ^ ) *— 1

„ — — a/V x + |3gf/x

a^ x — pe^ x

Tum vero fit

- rafe^~f)x—
(
3 f, , udu

ideoque

/aDar =^ / (a-+-/) — / («-t-g)*

Hinc
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Hinc
— g

At eft

u +f= P_(g-0 £fx
et

aee x — pe/x ae^-pe***
vndc colligitur mutando conflantem C

ff* —gg*
Cet-i e* ~f '

y
— — C *-</+*>* («<**_ pe'*),'.

(«<**— p efs)*-f

feu y— ae—fx -\- p e
- **, vt ante. Hinc ergo patet, quan-

tum fubfidium afferat formatio integralis completi ex binis
particularibus.

Problema 103.

847 * Sumto elemento d x conflante, fi proponatur
haec aequatio differentio - differentialis

d dy -1- Ai2i_£ — o

,

J x XX 5

eius integralc completum inuenire.

Solutio.

Ponatur dy~pdx et t)/i rr y i) j*, vt habeamus

q -+- ^ H- = o, feu q
— V£—

Sit nunc p~^J.^ erit 9j' — et

i) f) ;
a a y -f- y 3 u uySx \ 3y J! y ,) xr * xx x ~xx ’

vndc colligimus

ajr — «a* — njr-njx— ij>
> * jfiXXx 5 1CU

xdu -t- B d.r -+- uudx (A— i) udx ~ c,

f o/. II. L hinc*
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hincquc ^= coi PartkuUriter fa,isfit P°'

nendo u u -+* (A— i J « -+- B — o.

Sit primo u u -+• (A— i) u -+- B r (u -+- f) (u g), erit

particulariter ly=—flxt t y — fimilique modo

— x
— k

?
vnde integrale completum erit

y — a. x~f
p Jf”*.

Si fit g~/, ftatuatur g =f— w euanefcente co, erit

x~ s — x~f » rz
— / (i -4- w/ar),

ergo hoc cafu fit

y zzz x ^ (a -+- P / *)*

Sit denique

x)B+B=««+a/tfcof.£-4-//, erit

u — f (cof. 4 — V X * ^n ‘ £)*

ergo particulariter

x-/e^. x±/>/_ ,/"I ‘ *= jr‘
/<o;̂ [c°f.(/fin-^./jf)±/-i .fin .(/fin.^./.v)}>

quare integrale completum erit

y — C x-/co;
fiu. (f fin. ^ >1 x ~\~y)»

Corollarium, i.

848 . Huius ergo aequationis

integrale completum eft

y
— a x~s -f- P x~ S>

Huius autem

integrale completum eft

y “ x~~ f (a p / x)

.

Corol-
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buerit

Corollarium 2„

849 . At fi aequatio propofita huiusmodi formam ha-

3.3/+ (*+*/ cof-ft 4* +**£?== °*

tum eius integrale completum erit

y
— C x~ * C°J' * fin. (/ fin

. % l x -f- y)»

Scholion.

850 . Similem refolutionem quoque admittit haec ae-

quatio differentio- differentialis

9 d

y

— » 3 » ?x- -t- A rn dy ?x -4- B x*
n
Y dx*— o.

Ponatur enim dy— xn y u 9 x ,
et cum fit

ddy =xn ydxdu-i- nxn-'judx
% -H/ya**,

erit per y diuidendo

xHdxdu-+-nxn
-~ l udx* -}-xtnuudx*— nxn~ I udx*

-4- Ax* n udx* -\-Bxtn dx' =z o,

hinc

9u-H.vn w«5jr-t-Axw «9x“t-Bjf
n 3jf = o,

ideoque

xn d x — d U
KU-hAH-B 1

cui particulariter fatisfit ponendo «k+Ak + B — o, vnde u

duplicem coufequitur valorem conflantem quorum alter fit

u— f alter w=. — g. Quocirca integralia particularia

erunt

fxn -*' — gx

y —_ f «H- 1 n+ i
et y — e

.» -f- X

Sit breuitatis gratia = erit integrale completum
- n -h x-

L a T=

Digitized by Google



8+ CAPVT IV.

y— ar^+ (3r«‘,
pro cafu fcilicet

aa+ A»+ B= (a 4-f) (u -+- g).

At pro cafu

aa + Aa +B- (tt -+-/)% erit y — (a-t-
(3 t).

Cafu autem quo

w a A « + B m » « 4- 2 /k cof. £ -t-//, erit

J = C e~ ft «* i fin. (// fin. £ 4- y).
Haec integratio adeo ad hanc formam extendi poteft, fumendo
pro X fundlionem quarrcunque ipfius x

ddy— + AXa^3jr + BXX;9r*= o.

Polito enim dy — X u y d x feu 12= X u d x , fit

Xdx = _=iif

J

»«+A»+ l> »

vnde polito /Xdx— t, integrale completum fe habebit vt
ante. Scilicet

0 fi A= f-{-g et B —fg , erit integrale

y — a e~Jt 4-|3r~
2) fi An 2 f et B — //, erit integrale

y — e~st (a-h(3 0,
3) fi A,zn 2 /cof. £ et B ~ ffr erit integrale

y = Ce-*'* * fin. (ft fin. < -f y).

Problema 104.
85*« Sumto elemento dx conflante, fi P, Q et X

denotent funftiones quascunque ipfius ar, integrationem huius
aequationis differentio - difFerentialis

d dy 4- P dy d x 4- Qj' 9r*nX9 **,

ad aequationem differendalem primi ordinis reducere.

Solu-
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Solutio.

Hic fingulari modo procedamus, loco y binas nouas

incognitas introducendo. Statuatur fcilicet y— uv, et cum
lit

dy— udv-+-vdu et ddy~u 33v-+- idudv-+~vddu,

aequatio noftra induet hanc formam

tt33'u-+-23a3«;-+-v33M-4-Pu3x3‘y-+-P«>3x3tt

-+-Qas;3x1 :=:X3x*.

Iam altera v ita determinetur, vt termini ipfa littera u affetfi

dcftruantur, quod fit fi

55v-i-P5jr9v-+-Q‘u3ar4 zr:o,

vnde per fuperiora v per x determinetur, quo fafto fupereft

haec aequatio

tidudv~{-vddu-hVvdxdu = X 3 xa

,

vnde cum v iam detur per x, quantitas u definiri debet. Po-
natur 3 u — s 3 x, eritque

<u3r-f-2rd‘nH-Pr<u3x=rX3x,
quae multiplicata per v e

sv ax
integrabilis redditur

j prodit enim

vvseJPax —/V p * x X v 3 x, ideoque
g—J V S x -

j— feiV3x Xv 3x et
V V
g—J

u— f
e — /V P3 *Xs;3x.

V V

Quare cum incognita v fuerit determinata aequatione

33t?+ P3x3t;-j-QD3x1 iio,
integrale aequationis propofitae erit

g—J P 4 X

y =zvf fe
Jpdx Xv d x.

V V
L 3 Corol-
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Corollarium i.

852. Vt integratio ad aequationem differentialem pri-

mi ordinis reuocetur, ponatur v~ e
ftdx

,
et quantitas t defi-

nietur per hanc aequationem

quo fado integrale quaefitum erit

y — eJtixfrn*+*i)>x a Xfe
/iv+t) 3 x X a

Corollarium 2.

853. Cum fit (P + /) 3rr — ^ er *£

_
.

j. e ^ hincque

y= e'
tdx/J2rL ~ftdx

t dx /r^XL*,
vbi duplex integratio ad integrale completum perducit.

Scholion I.

854. Alio modo qui propius ad ante vfitatum acce-

dat, eadem integratio inftitui poteft. Ponatur fcilicet pro ae-

quatione propofira dy — ty d x -b v d jr, >bi v certam ipfius

x fundionem defignet ex fundione X determinandam. Cum
igitur fit

d dy ~y d t d x -i-

1

d x (ty dx-+-vdx~)-i-dvdx ,

erit fada fubftitudone

y d t d x -+ t t y d x* -+- P /y d x* Q y d x*)

-*-tvdx2 -i-dvdx-+-Vvdx2 -i-Xdx i

)

°’

cuius aequationis vtraque pars, tam ea quae per y multipli-

catur, quam altera ab y libera, feorfim nihilo aequetur, vnde

has duas aequationes nancifcimur

dt
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3f-H#^3-v-f-P#5jr-f-Q5jrz=:o ct

dv-W <z;5*, -bP<ydj!‘~X5'*',

ex quarum illa t per x vt ante definiri debet, tum vero erit

ex ifta

Iam vero ex aequatione aflumta dy— ty d x zz: v d x colli-

gitur
g—Jt iX

y—yf-JtdX v ^ x ^

vbi fi loco v valor modo inuentus fubftituatur
,

praecedens

integralis forma obtinetur.

Scholion 2.

855- Ex hac operatione fequi videtur, aequationis

propofitae

d3/H-P^d-v-f-Qydjr“~ X 3 jc* ,

integrationem neceflario pendere ab integratione huius

SSv-f-PSvSjrH-Qvdjr2 — o,

quandoquidem hac concerta illa exhiberi potefi. Minime ta-

men hinc viciiTim colligere licet, fi pofterioris refolutio vires

noftras fuperet
,

etiam priorem nullo modo integrari pofle,

quin potius facile eft infinitos cafus exhibere, quibus prior

integrationem admittat, cum tamen pofterior irrefolubilis exi-

ftat. Sit enim P — o et Qra.r, atque certum eft aequa-

tionem pofteriorem 33v-f-a*v3.v*— o, nulla adhuc me-
thodo refolui pofle, cum pofito abeat in

dt-\~ttdx-\-axdx~o;
neque tamen hinc fequitur aequationem priorem

d dy a x y d x* — X 3 or*,
*

iemper efle intractabilem. Infiniti enim cafus pro X
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f

I

podlint, quibus integratio fuccedat. Sumta enim pro y fundio-

nc quacunque ipfius ar, reperietur pro X eiusmodi fundio, vt

aequationi vaior pro y adunatus fatisfaciat. Veluti pofito,/ —^

»

ob d dy — o fit X zr (3 x ar, atque aequationi

9 9y a xy 3 ar* zr (3 x x 9 ar
1

vtique fatisfacit integrale y=z^. Interim tamen hoc inte-

grale tantum eft particulare, ac dubium adhuc relinquitur, an

etiam integrale completum exhiberi podit. At pofito y=£l-t-z
t

pro integrali completo inueniendo prodit 9 9 z a ar z 9 jt* z o,

quae cum refolutionem refpuat, euidens eft integrale comple-
tum etiam in genere exhiberi non pode, nifi fimul altera ae-

quatio integrationem admittat.

Problema 105.

S $6. Sumto elemento 9 ar conflante, inuenire integrale

completum huius aequationis differendo - differendalis

9 9,/-4-A9/9ar-i- By 9 ar* zz X 9 a:
3

denotante X functionem quamcunque ipfius ar.

Solutio.

Pofito y ~u v , aequatio propofita in duas fequentes

rcfolititur

9 9 v -f- A 9 v 9 .v B o 9 x* — o et

v 9 9 u H- a 9 v 9 u -I- A v 9 x 9 u zz X 9 ac*.

Quodfi ergo ex priore vaior ipfius v per x definiatur
, inte-

grale completum cx pofteriore ita fe habebit , vt ob P — A
fit

y — v fi f e
Kx Xv 9 ar

,

J v v

vbi
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/

vbi cum duplex integratio integrale completum producat, fuffi-

ciet pro v integrale particulare prioris aequationis aflumfiffe

,

id quod etiam ex folutione generali patebit. Cum igitur pro

refolutione prioris aequationis formanda fit haec aequatio qua-

dratica pro eius indole tres cafus euolui

conueniet. (

I. Si tt + At + Br(r+/)(t + g), vt fit A =/-+-£

et B r/g, erit v - a e~jx -+ (3 e~*
x

. Sumatur primo tantum

integrale particulare v~e~ix
,

et ob A fiet

y — 3 x/eS x X dx:

fit 3 R, et f e
gx X 3 jr rz: S, vt fiat

y = e~f*fS 3 R = (R S —/R 3 S;;

at eft R — e,x
, vnde colligitur

fiue

(/— gXr = X 3 r— e~~* xf eix X 3 * ,

quod idem integrale prodiifiet, fi altero particulari

yfi effemus.

In genere autem fumto v= a e~ix -+- (3 tT*
x
, ftatuatur

vt ante

’ rl/+g ' ia.-=9 R ,
et/V'-***»*Xo3*= S,

v v

vt fit pariter

7 = v/S 3 R = v (R S —/R 3 S).

Fingamus

R — ._/*
,

et ob 3v=r—•3ar(a/e- /*-f-f3g#~«*),
v

Vol 11. M erit
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t

-j ^ C 3 x (a X e~~fx -h(3 X e~ gx -4- et f e_f
x
-t-(Zge'~sx

)

bv
Sit iam X —— g , et C a

(

f

— g)
—

i, vt 3 R datum adipi»

fcatur valorem
,

ob C

R — f— s x

—?!—
i , erit

“ i/— s )
7

et R <3 S ~ c
/x X3* ;

a (J~~ §) v *(f—g)
tum vero

S = af e*
x X 3 jt +-

(3/V* X 3 *

,

vnde conficitur

y-v(rr—rf*’™** 7 f~‘*
/«"xdx--p^—J^x dA

\(f-g)V *(f~g)V a (f~g) )
feti prorfus vt ante

(f—g)jy= *~ sxfeBX Xdx— e-*xfcfx Xdx.

II. Si 1

1

-+- A t-h B ~ (t -+-/)% feu A-if et B
erit ex priori aequatione v =z e~ fx (a -+- (3 x)., Ponatur vt

ante

e~ tfx dx
v <0

~ 3 R, et fe
2 * x X v 3 x ~ S

,

vt habeatur y— v ( R S—/R 3 S). Cum ergo fit

3jt
. p i r~ f *

P ent RrdR= et

quare

(a-4-j3 jr)* P(a-+-f3 jr) (Zv

Sz=zafefx Xdx-*-(Zfe/xXxdx—fefx Xdx(a.-t-(Zx) i

oRSzz

—

jr
e~JxfefxXdx— c~*x{eSxXxdx, et

/R 3S =— &yVx X3:r,
nde conficitur

S=
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y e~~f* xfefx Xdx — e~fxf e
fx X x dx;

feu cum fit

d. t
fxy ~dxfefx Xd x,

erit fuccin&ius

y — r~s*f d x-fe*
x X d x.

IIT. Si 1 1 -f- A t -+- B — tt -h ift cof. £
-hff,

feu

A=2/cof. ^ et B—ff, erit

v= < fin. (/

x

fin. £
-4- v)*

Ponatur

Sx _ Dx _ 3R e[

v v fin. (/

x

fin. % -+- y)
1

e*fXC0J ZXvdxz=.efXC0J'tXdxfia.(Jx{in.%-¥-y')z=idS >

yt obtineatur y ~ v R S — v fR d S. At eft

d i cof. lS xjii. j -f- y ) .

iJm - 4 * Jin - (J xj>n - £ -+- y~) *

hiucque

vR S-—JJ— e
-fxeoJ * cof. (/xfin.£+y)/e

ix c^Xaxfin.(/x-fin.£-4-y)

et

/R a S = — f e
fxcoJ-t X a X- cof. (/x fin. £ -f- y)

.

Quocirca obtinebitur

// fin. -+-r*

*

ca/ * Gn.(/x- X dx cof.(/x- fin.£+y)

__e~fx coj.t
c0 C'(Jx fin.£-+-y) fe*

x
' X3x fin.(/x' fin.£-+-y).

Corollarium i.

857. In hoc poftremo integrali fi ponamus /xfin.^rCj),

erit

fe
Jxcoj. —

(fin.y cof.Cp-HCof.yfin.0)/r/lc<!/ ^Xax-(cof.ycor.(p—fin.yfin.(J))
H-(fin.y fin.Cp—cof.ycof.^Pj/e*

100
-1 fXdx(fin.ycof.<J)-»-cof.yfin.(J))»

M 2 feu
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feu

f ef
xc']-iy fin. £

—
-^fin.ycof.ycof.(J)/£^

xe^X3*cof.<£—fin.y*cof.(J)/^xc^X5xfin.<£

-+-cof.y‘fin.(jyir/
* ea^X3jrcof.(p—fin.ycof.yfin.Cjyir^^^XSjrfiD.cp

-hfin.y*fin.(p/^xc^Xdjrcof4^fin.ycof.yfin.(p/r^xco-/^Xd.rfin.0

—fin.ycof.ycof.(jye
/xc^X3jfcof.Cl>—cof.y

l!

cof.<p'yK*
C0^X5jrnn,4)

Tnde patet angulum y prorfus ex calculo excedere; fit enim

/e5
* co/^jfin.^r fin fe

fx cô Xd.v cof.Cp— cof.Cpfe
ix c<!/^X5xfin .<J).

Corollarium 2.

85 8. Cum igitur loco vnius aequationis duas forma-

verimus integrandas, vidimus fufficere, fi alterius integrale

faltem particulare fuerit cognitum- In ambobus enim praece-

dentibus cafibus conflantes a et (3 integrale completum prae-

bentes ex calculo fponte euanuerunt, et cafu tertio conflans

y itidem exceffit.

Exemplum.
859. Sumto elemento dx conflante, inuenire integrale

buius aequationis

d dy -+- A dy 5 jr -h B .7 3 **

— 5 x1
[» (« —1 ) jr**’' + »A at"” 1 -+• B jr

n
].

Hoc exemplum ita eft comparatum, vt ei manifeflo

fttisfaciat valor y — xn
, qui eius integrale particulare confli-

tuit. Ad completum ergo inueniendum
,

fit A ~f -f- g et

B —

/

g; et cum fit

X = f g xn -h n (f -t- g) x*-
1 -b n (n — 1 ) x

n ~*, erit

/esx X 3 x —fe sx xn + n e* x x n ~~ t
-+- a, et

fefx Xdx — g e* x x*-*-n e* X x n ~ l
-t- f3,

rnde ex forma inuenta prodit integrale completum

(f-g)
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(f-g)j=fxn -i-»xn
- I -*-ae-‘ x-gxn-n:

r

n ~ t -(3e-' x
,

feu y= x- -f-jij r-«» — r*»,

el mutata conflantium forma

^= x* -+- a e~i x
-f- f3 f~ * *

.

Si fit g—ft ponatur g~f-f-w, exiftente aro, ct ob

tr* x— e~fx . r"* x— c~Jx ( i — uar), vnde pro o-f-^et
— (3 w fcribendo a et j3 , erit

/= xn -f- e~Sx (a -H (3 Jf)

.

Sin autem fit

f— a b y/— i et g — a — b Y— i

,

cum fiat

yr= xn ~he- ax (air- bxV- t -h(iebxV
’- 1

) ob

e
±bxV — i —

- co f, b x -±y— i . fin . b x,

mutata forma conflantium habebimus

y= xn -+• e~~
a * (a cof. £ * -f- (3 fin. b x).

Scholion.

8<So. In genere autem fi huiusmodi aequationis

d dy -f- A dy d x H- By d x*— X d *•%

conflet integralc particulare, feu Yalor ipfi fatisfaciens yzzztj
integrale completum facile reperitur ponendo y~t-hz. Cum
enim per hypothefin fit

33*-h-Adi5jf-f-Brd.r4 ~X3 x* t

fa<fla hac fubftitudone orietur

ddz-hAdzdx-h-Bzdx*— o,

vnde fi A ~f+g et B —fg , colligitur

z ~ a e~fx -H (3 e~~ 6 ",

M $ ficque

Digitjzed by Google



CAPVT IV.9+

ficque integrale completura erit

y — t -+- a e~* x
-f- p r*%

quemadmodum etiam iu exemplo allato inuenimus.

Problema 106.
8<Ji. Sumto elemento dx conflante, fi proponatur

haec aequatio differendo- differendalis

ddy— 'LLyJlJL -h Axn dydx + Bxtnydxt~ Xdx%
exiftente X fun<flione quacunque ipfius x

,
eius integrale com-

pletum inueftigare.

Solutio.

Refolutio huius aequationis vt fupra ex pofitione

y— uv deriuari poffet, fed alia methodo hic vtentes leui

fubftitudone eam ad formam Problematis praecedentis reduca-
mus. Scilicet ponamus xn d sf — d/, vt fit xn ~*~* ~ (»-+-i) /,

qua fubftitutione fumflio X abeat in T fun&ionem quandam
ipfius t. Ne autem nflumrio elementi dx conflantis turbet,
hanc conditionem tollamus ponendo dy —pdx ct dp — qdx,
habebimusque

q— 'il -j- A xn
p -+- B xiny zzz X.

Cum nunc fit dx=~, erit p
~

x'
r

dt
mento d t conflante

hincque fumto ele-

dp

ergo

n xn— 1 dx dy

cTt

’
d dy -s qd tr= qdx = t

d t

ficque

a .ttx* —*dy . xtn d d y

di d t'
’

n°flra aequatio erit

xt n
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___ nx
n ~ I dy nxn~ l dy Axin dy _ „

d? dt dt dt
‘i~ Bx y ~ X '

Sit Xj:“ !,i = 0, quae quantitas, pofito jt’
1 "

1
" 1 — («-+- i) ;

,

vt fundio ipfius t fpedari poteft, ficque fiet

ddy Adyd t-\- By d t
1 ~ 0 d /*,

in qua aequatione elementum dt conflans eft aflumtum, cu-
ius ergo integrale per fuperiora datur.

I. Si A ~f-\rg et B~/g, erit integrale

(/— £)y — f /e« r 0 d t — e~Jt /eft Qd t ,

ybi refti tutis valoribus dt=zxn dx et @ — X x~ ,B
, retento

breuitatis gratia t = xn+ 1

, valor ipfius y ita per x ex-

primetur

(J— g)y— x-'Xdx- r*'feV x Xdx.
II. Si A ~ 2 / et B —ff, erit integrale

y=iril tfe*' Qdt— c-S 1

fc*
1 ® idt> feu

y— e-Jtfdt/^‘Qdt,
quod ergo per x ita exprimetur

y = e-ftfx’1

d xfe** x- n Xdx.

III. Si denique A ~ 2f cofi % et B ~//j erit integrale

fe
ft coj.

iy fin ^ (pye
Ji coj. tQd(cof.<p— cof. <pfe*

tcoJ- *Qdt fin.Cp,

exiftente (f)
— /tfin. feu 0 ob

Quare aequationis propofitae integrale erit

c»J- c0j- ^x~ n
Xdxco(.(^-cof.(Pf£ft «tf* ^“• n

X<kfin.<J).

Corollarium i.

8<Ja. Si n= o, aequatio propofita abit in eam ip-
fam, quam problemate praecedente tradauimus, fitque t— y,
ynde etiam integrale eodem redit.

Corol-
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Corollarium 2.

S63. Sin autem fit n— — 1, aequatio noftra fit

dd^-f-CA-M)i2i*+ »2|i:= Xdjr*,

vbi ergo erit t —l x et e
xt =zxx

,
tum vero pro cafu tertio

angulus <P zzzf fin. I x.

Scholion.

86+. Methodus qua hic vfi fumus, huiusmodi aequa-

tiones diffcrentialcs integrandi, haud fatis naturalis videtur,

cum ad has quali folas formas fit adftrida. Quoniam igitur

in aequationibus differentialibus primi gradus inuentio fatuo-

rum, quibus eae per fe integrabiles reddantur, infignem fru-

dum polliceri videbatur, eius quoque vfum in aequationibus

differentialibus fecundi gradus oftendere conemur. Hic qui-

dem nihil tam abfolutum expedare licet, quod ad omnes
omnino aequationum formas pateat, fed quantillum etiam prae-

ftare potuerimus, id haud contemnendum Analyfeos incremen-

tum fpedari debebit. Hac autem methodo eas potilfimum

aequationes differentiales
, in quibus altera variabilis y cum

fuis differentialibus vnam dimenfionem nusquam transgreditur,

fatis commode tradare licet, hincque via pcrfpicietur, quo-

modo eam magis excoli oporteat.

6A-
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DE

INTEGRATIONE AEQVATIONVM D1FFERENTIA-
LIVM SECVNDI GRADVS, IN QVIBVS ALTERA

VARIABILIS VNAM DIMENSIONEM NON
SVPERAT, PER FACTORES.

Problema 107.

865*

J§umto elemento 9 x conflante, fi proponatur haec aequatio

ddjy-hAdxdy-t-B.ydx^Xdx',
vbi X denotat fundionem quamcunque ipfius ar, inucnire fun-

dionem ipfius .v
,

per quam haec aequatio multiplicata fiat

integrabilis.

Solutio.

Ponatur 9-y~p9 x, vt habeatur forma differentialis

primi gradus

dp-±-Apdx-\-Bydx— Xdx,
quae multiplicata per V, fundionem quandam ipfius xy

fiat in-

tegrabitis; fcilicet

V9p4-AV/>a*-t-BVj-9*=:VX9.v ,

vbi cum pofterius membrum VXdx fit integrabile, idem in

priori eucniat, neceffe eft. At primo perfpicuum eft eius in-

tegralis partem fore Vp, vnde id ponatur V p -f- S vt fit

V p S —/V X d x

,

fietque

d S z=z— p d V ~hAV p d x -{-B Vy d x, feu

Vol. II. N dS
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dS = dy (AV— £)+ B Vydx>'

quae forma integrabilis reddi poteft fumcndo V= f
X)f

, erit

enim
d S e

Xx [(A— X) dy+ Bydx] et S (A— X) e
Xx
y ,

\bi X ita debet accipi, vt fiat

A X— X X — B leu XX — A X —j— B iz o«

Tum ergo erit

t
x^+(A-X)tXl

;= /fXx X9.v, feu

dy -+- (A — X)y d x e~ Xx d xfeXx X d x,

quae iam per eu ~ X,x
multiplicata denuo fit integrabilis ,

datque
£A—\\Xy — J' g

lA — iA)x
d x f e

Xx X d x.

Cum X fit vna radix aequationis XX— AX+ P~o, fi am-
bas eius radices ponamus / et g

,

vt fit X-f, erit A— Xxg,
et aequatio intesralis

e^y—fe^-f^dxfe^Xdx, feu

e g x
y — e^~" xfejx X d x — .J—

, fe*
x X d x,

quae abit in formam fupra inuenram

y ——(
e
-/ * /V x X dx—-±-.e-s xft*

x X d x.

Corollarium i.

8<56. Aequatio ergo propofita feu inde nata

d p A p d x ~\-B y ~Xdx .

fit integrabilis fi ducatur in r
Xx

,
exiftente XX — AX-+-B ~ o,

ficque dupiex habetur fa&or vel eix vel e
£X

.

Corollarium 2.

8^7* Ea autem per faftorem e
ix multiplicata, eius

integrale erit

3/

Digitized by Google



CAPVT V. 99

dy *+* gy d x = e~s * 5 *fef * X 3 jr

,

ficque per integrationem ad aequationem differcntialem primi

gradus reducitur, quae denuo integrabiiis redditur fi per e
iX

multiplicetur.

Scholion

.

8<SS. Multiplicatorem V ita determinari oportebat,

vt formula dy (A V— ^)-f-BVyDar fieret per fe integra-

biiis. Tum autem cum V fit fundio ipfius ar, integrale erit

y (A V— |-J),
vn<*e ^ at nece ffe e(l

Adv-^— BVdx, feu aav- A a*aV-i- B Va*a =o,
a cuius aequationis integratione pendet inuentio fadoris quae-

fiti V. Sufficit autem eius integrale particulare fumfiffe, dum-
modo enim aequatio propofita integrabiiis reddatur, conflans

arbitraria pro integrali completo reddendo ipfa integratione

introducitur.

Problema 108.

869. Sumto elemento dx conflante, fi proponatur

haec aequatio

aajK-hPa^ajr-f- qj» a x*
— x a x*

,

vbi P, Q et X fint fundiones quaecunque ipfius ar, inuenire

mtiltiplicatorem V, qui fit fundio ipfius x
,

quo illa aequa-

tio integrabiiis reddatur.

Solutio.

Quia aequatio per V multiplicata

vaa^-hVPaJ'aAr-t-vQ7^)Jr, = v x a **

,

integrabiiis exiflit, prioris partis integrale ponatur Vdy-+-Sydxf

aliam enim formam habere nequit, ac fieri oportet

Na VP
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VP^ 3 .r + VQjd** irrd^V-t-Sdj^.* -t-jdSdx,

vbi cum S lit neceflario fun&io ipfius r, erit

VPD*:=rd V -+-5 dx et VQ 3 *:=aS.
Inde autem eft S r: VP— quare multiplicator V defi-

niri debet ex hac aequatione

VOa.v = V0P + PaV-iiI, feu

ddV — ¥ dV dx+ V dx(Qdx— d P) = o

,

quae ergo fi refolui potuerit, vel fi faltem eius integrale quod-

piam particulare innotefcat, vt habeatur multiplicator V, ae-

quationis propofitae integrale erit

v^4-;+^(VP3r-av) = a xfv x a

quae porro integrabilis redditur, fi ducatur iu ob-

tinebitur enim integrale

Zcf* dx =f£L (/ p,*/VXa.r, feu

y — e
-jvdx Vf e

svdx |£./vxajr,

quo duplici figno integrali gemina conftans arbitraria introdu-

citur, integrale completum conftituens.

Corollarium i.

870. Inuentio erso multiplicatoris V pendet etiam a

refolutione aequationis differendo - differentialis, quae autem

propofira fimplicior eft aeftimanda ,
quod funlHonem X non

inuoluat, et quantitas V cum fuis differentialibus dV et ddV
vbique vnam dimenfionem conftituat.

Corollarium 2 .
•

871. Quodfi ergo ponatur V — e^
v3x

^ quantitas v

determinabitur per hanc aequationem differentialem primi gra-

dus

d v
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d p -4- v <p 3 ar— Pv3.r-f-Q3.v— 3 P — o,

cuius fi faltem intcgralc particulare confiet, integratio aequa-

tionis propofitae abfolui poterit.

Corollarium 3.

872 . Dato autem multiplicatore V vicifflm ratio ae-

quationis propofitae definitur, vt hoc modo integrabiiis eua-

dat. Erit enim vel

O — ap.pav jjv vl^— n r vti v ^' 5 vel

3 P -f- = Q 3 x — —y, vel integrando

PV — £h-/QV3x, feu P=:iL+^
Exemplum 1.

873 . Definire formam aequationis differentio-dififerentialis

3 3/ -+- P dy 3 x -f- Q>- 3 x1 — X 3 .v*,

vt multiplicata per e
x x

integrabiiis euadat.

Pofito multiplicatore V ~ e^
v 3x — c

x *, erit X,

et fatisfieri oportet huic aequationi

X X 3 ar— XP8 jc-1-Q3x— 3P~o,
vnde fit Q— XP

—

X X —}— . Primum ergo hoc euenit fi

fuerint P et Q conftantes, puta P ~ A et Q= B, ac tum
X definiri oportet ex hac aequatione XX — AX + B~ o,

qui eft cafus fupra tra&atus. Praeterea vero qualiscunque

funftio P fuerit ipfius x, modo fit Qz:XP — XXh-£|, ae-

quatio in e
Xx duda erit integrabiiis, integrali exiftente

e
Xx 3 ar (P — X)] 3 xfe

Kx X 3 x, feu

3^ -f- (P — X 3 x ~ e~ x * 3 xf c
Kx X 3 ar,

N 3 quae
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quae vlterius per el
F3x - Xx

multiplicata et integrata, dat

j = c-Jrdx+ x *feJ* 3x-'* x dxfeK*X dx.

Corollarium.
87+. Sit P — A -4- a x et Q“B-4-pjf, erit

B —|— (3 x zz A X —b a X x — X X —(— a
, ergo

B — A X— X X -f- a et (3 zz a X

,

vnde ob X — £, cocfficientes A, B, a, (3, ita comparatos
efie oportet, vt fit

Baa — Aa(3— pj3-+-o.*, feu Baa-i- (3(3 zz a(A(2 -h aa).

Exemplum 2.

87$. Definire formam aequationis differentio-differentialis

d H-P d y d x -+- Qy d x2 zz X d x2

,

vt per e
Jv3x

, exijlente v zz -+- p. x11

, multiplicata fiat integra-

bitis.

Cum efle debeat

dv-hvvdx — P vdx + Qdx— 9P — o
, erit

— — p- n xn
~ 1 — ~— p. P x*

-+-^ -+- 2 X JU. X
11-

1

-h [A [A x* n
-+• Q— ii

ergo

Q = - (2 X +-») jut
^

-

r - p. ja jr
1 B

-f- ^ pL P^

.

Ponamus P — ± -f- j3 x
n
,

erit

Q— 3^ (X— X X -+- a X— a) -+- jr
n“ 1

((3 X -+- apn- p n— 2 Xp.— » p.)

-+- x" n
((3[A — p.p.).

Sit Q.
~ y~ -4- 5 xn~ 1

-f- e x271

,
fierique oportet

X X (ct -+- 1 ) X •+" ct —f- .— o
y

(3(X + ») + p(a- 2 X-»)= 5, et pi (p — /
a) z e

,

vnde
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nde non folum pro multiplicatore litterae X et y. t fed etiam
curta relatio inter litteras a, {3, y, 5, e, definitur.

Veluti fi fit y= o et o, erit (X— a) (X— 1)~ o,
vnde \ — a.; tum ((3— /ut.) (a -+- n)

— o , ergo

et y. y.— (3^x-f-e~o. Scilicet aequatio

d d r -+ d x dy ((3 x
n— -f- g xtn

y d x' ~Xd x 2

multiplicatorem recipit eJvix f exiftente v — — *. -f- y_ xn
,

fumro [x ita vt fit y. y,— y. -f- e — o. Erit ergo multipli-

cator

vr I —
V “— e n r-

1

rn > I P y 71 “+"

I

et e
SV3x — — en->-i

X

Quare fi ponamus ^-1— xn 1 —
/ , erit

j = x'e-<itl-e* t f e* t ~'* t x'dx f— X
? ,

*
feu

xn J Jx'
y— e^—wj x*dt

Corollarium i.

876. Si fumatur y — o et ezzo, erit

— P , (3 (a— X) — 5 et (X — a) (X— 1 )
— o, hinc

X — 1
,

et 5 — (a — 1 ) (3, ideoque

P = J. + (3^*, Q= (a— 1)13*—'
,

et aequationis

ddy -t- (|- -+- pxn
) dy -+- (a— i) (3 jc

n ~ I ydx2 ~ X5.v*,

multiplicator V~^ va *, exiftente s; — J -f- (3 x% ita vt fit

P y.n-t-1 A

V~xen-fi x
et ef pdx ~ x*

Corol-
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Corollarium 2.

877. Hoc ergo cafu, pofito xn 1 zr / , erit in-

tegrale

y
— xT~ a

f x*~' e~® 1 3 xf cP
1 X x 3 jc,

quae forma fimpiicius exhiberi nequit, propterea quod in ge-

nere formula e~ xa ~ 1 3 x integrationem non admittit.

Scholion.

878. Cum igitur inuentio multiplicatorum, qui hu-

iusmodi aequationem

3 3 y -4- P 3 jr 3 v Q/ 3 x* =: X 3 x*

,

integrabilem reddunt, refolutionfem huius aequationis poftulet

3 3 v— pzvdx + vd /(q 3 x— 3 P) = o,

quae in hac forma continetur

ddj-hV 3 x dy -f- Qy 3 x* z= o

,

videndum eft, quomodo hanc formam etiam per multiplica-

tores tractari oporteat. Cuius multiplicator fi fingatur V fuu-

iftio quaedam ipfius x, iterum ad praecedentem formam

aav— pava*-+-va*(Qa.r— aP) = o,

deuenitur, atque fi huius multiplicator flatuatur ~ U fumftio-

ni ipfius x, hic definietur per hanc aequationem

aaUn-P 3 Uar + QUar*=o,
ita vt fufficiat alteram harum duarum aequationum refoluifle.

Ac fupra quidem, vbi y ~ u v pofuimus, ad hanc pofterio-

rem aequationem peruenimus: at mirum non eft harum dua-

rum aequationum alteram ab altera pendere, cum prior ex
pofteriori nafcatur ponendo U=:r“^ p iFV, pofterior vero

ex priori ponendo V= f
/fjl U, vti tentanti facile patebit.

Quoniam igitur hoc modo difficultatem, fi quae occurrit, tol-

lere
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Iere non licet, inueftigandum eft, an forte eiusmodi multipli-

cator, qui vtramque variabilem x et y cum fuis differentiali-

bus 3.v et dy feu p—~ inuoluat, negotium conficiat. At

vero facile perfpicitur exclufis differentialibus hoc fieri non
pofie; nam fi multiplicator efiet V fundio ipfarum x et y ,

ex primo termino ddy nafcetur integralis pars Vdy, quae

autem differentiata ponendo 3 V :n M 3 X N 3/ inuolueret

in differcntiale partem N dy% in aequatione non occurrentem,

quae etiam per reliquas integralis partes tolli non poffet.

Quare rem tentemus eiusmodi multiplicatoribus, qui etiam ra-

tionem diffcrentialium p — ^2 compledantur; et cum ipfius /
cum fuis differentialibus vbique fit idem dimenfionum nume-
rus, eadem proprietas etiam in multiplicatore infit necefle eft;

fi enim diuerfae incilent, fingulae feorfim negotium effent

confedurae.

Problema 109.
879. Sumto elemento dx conflante, definire conditio-

nes , vt multiplicator huius formae M p -f- N y , exiflente

p
—

et M et N fundionibus ipfius ar, integrabilem reddat

hanc aequationem

3d^-+-P 3ar3>, -4-Q>'3jr*z=:o,

tbi P et Q funt fundiones ipfius x. •

Solutio.

Ob dy-=pd ar, noflra aequatio eft

3 p + P p 3 x +- Q/ 3 r zz o,

quae per Mp + Nj1 multiplicata fit

Mp3/>-»-Nj3/>-HMPp3^H-NPj'3j'-+-N Qj/Sjrrzo,'

+- M Qyd y

quam integrabilem effe oportet. Ob terminos differeniiali 3 p
Vel. II. O affe-
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affedos pars integrabilis erit £ Mpp -+- Nj p, vnde integrale

ipfum ftatuatur = * M p p -+- N.j' p -h S. Cuius differentiale

cum ipfam illam aequationem praebere debeat, habebimus

SS^MPpdj-f-NP^cl^-hN d x

-+ M Q/ dy

— IppdM —jpdN
— N pdy

quam ergo formulam integrabilem eflet oportet, quae cum
tantum differentialia primi ordinis 3* et dy compledatur ,

neceffe eft vt quantitas p ex calculo egrediatur. Pofito ergo

3 M rr M' 3 x et ob pdx~dy
, primus ter-

minus continens p ad nihilum redigi debet, vt fit

M P p d

y

— i M'p dy— Npdjzrio, feu

M P — | M/ — N — o, vel N~MP — —

.

1 1 i X

Tum vero erit

dSz=zy 3; (NP +MQ-N0 + NQ^3jt,
cuius formulae integrale eft

S — \yy (NP + MQ- NO, vel S~=/j'/NQ3x,
quas duas formas congruere oportet, vnde fit

NP + MQ-^zri/NQ3x, feu .

NaP-t-P^N-t- MdQ-H QdM - aNQax — o,

quae aequatio cum illa N^:MP — iunda, conditiones

quaefitas determinat, proditque tum aequatio integralis

» Mp p -+- Njrp + J;j'(NP + MQ - — C.

Corollarium i.
•

880 . Si fundiones P et Q dentur, indeque M et N
definiri oporteat, ob N ^:MP— —

,
erit

* dN
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3N:=M3P-f-PdM— ii"
a <f x 7

et fumftio M definietur per hanc aequationem

J 5 M 3 F ^ 3 M
tjx* idx

-+-(P P-ili -H 2Q) 3M-+-M (aP3P

-

2PQ3 .V -f- 3Q)=o,

quae ob differentialia tertii ordinis parum iuuat.

Corollarium 2.

88 i. Sin autem multiplicator Mp-f-Nj detur, ip-

fa aequatio ita definitur, vt fit primo P — ?L -f- - , vnd*

ex altera, quae eft

30+ Q.-3 'I >NQ,9i! S 2 N a.PS^ ' M M Mrfx II ’

. 2 /Ni»
haecque per Me J m multiplicata, integrale dat

2 /"Na* - /-N9I
MQe J ai —fe

J/ T(»i!_a.PN),

Corollarium 3.

882 . Sit hoc integrale m 2 eritque

zfKdx _ rV d x
Z~e J m -M~ f«NJN_ «PNNa~

x J J ' H M / J

quod pofterius membrum, pro P valore fubftituto, abit in

— 2 /•Na *
/ e J ~VT rg W3M «NJ3* N N 91^
y ' si M M M M ' ’

cuius in
2 rN3je

tegrale eft manifefto e J m £* ita Yt fitM
— a rN5rZ -‘ 1 " CM-.to) + C, ideoque

Q
_ 2 /~N~ c-e J ~ir Naw
m ^ fl9x tlliUt

O a Corol-
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Corollarium 4.
883. Propofita ergo hac aequatione

f N »1 N
v
(Cdx ffST +

dx ' M iMi*' J J V M U lUU'

,cam per -f- multiplicando, integrale fit

)
— Conft.

= o,

>ia> a

%dX* 4 X

2 f N<*x

1yy (C e ' m NN
M

Scholion.

884. Cum ergo pro M et N quascunque fun&iones

ipfius x accipere liceat, innumerabiles hinc na<fli fumus ae-

quationum differentio -diffcrentialium formas, quas ope multi-

plicatoris q-Nj1 integrare pofiumus. Forma fcilicet ge-

neralis, quae hoc multiplicatore integrabilis redditur, eft vt

vidimus

ii2 -4- 4^-(aM-l- 2 Nax)
ix ' *Md* ' ' *

+_L
;
(2MaN--NaM+sCMr i^i!

ar),

ipfo integrali exiftente

HZ+'‘-02+ i” (V+c.^t),
vbi perfpicuum eft partem exponentialem conftanti C affeiftam

vtrinque omitti pofte, cum ea fola ifta proprietate fit praedi-

ta. Quodfi partem exponentialem ad algebraicam reducamus
*/*"• SNJ* =ztk et N = -1”i_L .

t L a x‘
ponendo e

J M = L , erit

que d N =r r-r^-> vnde ifta forma
* *Ld* *L.»x «LU* ’

-+. ±2. (* « -+- 1
y CiU: _j_ 9LJM _ at» .

«IX idi ' M~ L ' *•' 'LJi UMdZ LldZ

quae per ~+~ ” y -~ multiplicata, integrale praebet

hinc-

*CLSx
u

»ia>
•as* +i^(jE^ + CL)

Vel
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Vel fi ponamus ii! 4- ii =r lii, vt fit M = erit noftra

aequatio differendo - differentialis

diy , dy JK , t .. r> aL _ 5 L* _j_ 3K aL j. *C 1.1. 9x < _ ^
T* ^ ai • T 'y (d* TTTx iTTT* ^ klTI ^ kk * “ °»

quae per £-5 (ii" 4- -2iLL) multiplicata, dabit integrale

L5 ra£ jaLJj,
y y

r a L» cliai _ Conft.
»l La*» ljx* ‘'•'Slu** k.k'j

Exemplum i.

885- Sit K = x" (a -t- jr)
n

et L rr x* (a -+- *•)% erit

et
a k
hax

m
x

m a -t- (nH-n)x
x la -t- x)

'

JLL — 5- 4- ; vnde coefficieus ipfius lydx erit
LVx x a-T- X r

Jl V
p

M. fL
_

R v v v

xx (a+ x)1 «xx x(a-f-x) «la-t-xj

mjt

x x
mv4-n|i
xi«-t-x)

+ J^. + 2C^- ,*(fl+rr- ,
‘, feu

(a+ ii1 v ' 1

— a — ») . m > -v- n u. — (iv
]

»(»n— »— a)

axx - x 1« -t- x > a(a-t-x>»

4- 2 Cr^-" (a+ jr/'“u ,

\bi fequcntes cafus notaffe iuuabit.

I. Sit m — p. 4- 1 et n — j/, erit ipfius ly d x coef-

ficiens

H u. »

C

1 »[u -+- t) 1 »(»— »)

»xx x i a -t- x~) »(a4x)**

Hinc ifta aequatio

_i— i y dx h- «» <*•+•») _4_ ^'-«n — o*•' L XX xia-t-x) (a-rXj* J

multiplicata per

(«+*)• gj+ (t

+

4-,) *],

integrale dat

i h- jrV fi^ -4- 2±2 (t -+- -L.
) -f-' ' *-

<y x* o* vx 0 + *' *

*(a-*-xJ

O 3

=)] = Conft.

II.

Digitized by Google



XIO CAPVT V.

II. Sit «:=p.4-J et nnK+ i, erit ipfius \yBx
coefficiens

»(* — »)

Hinc ifta aequatio

1*2 + By (
,tt

'tJ 4- _« 1±JL)

+
multiplicata per

^•(a-t-xy-fe+irQ-h
integrale dabit

Ilirih — o

)],

i
** -m

*
(a 4- ‘ [JS -1- (

t

)
+•

— )] = Conft.k x* Xiu-t-x) (a-f.Xi -1

III. Sit w “ p. et »— ^4-i, erit ipfius ly B x
coefficiens

m»— O I mv-f-r)
I

W-4-4C •

sxx ' x (a x) 1 »(a-+-xj*’

Hinc ifta aequatio

£M-a.rC;-4-5±i)

-hir a X (
»'»—

i

_i_'.
»<-+ , l _

l-
v--*-«C )--:0 .v ** xia-t-x) (a+-x;2i/ >

multiplicata per

# (« -+- *)’-*-* tH+ o es- -+- 4^)],
dabit integrale

!v * -4- «C \ i

ia-t-x) («-t-xj*
)]r= Conft.

Corollarium i.

88<J. Sit cafu primo v~ 2
, C — — ip.;x, et habe-

bitur haec aequatio

i±y ih-mu-Kh+))« 3» 1 If — o** J x(«-t-x)
0

9

quae
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quae per

x*-*-' (a -t* xY (12 Jtl y)

multiplicata, praebet integrale

\#+\a-+xy _L_)1 = Conft.

Corollarium 2.

887* Sit cafu tertio jjl
~2 et +C —— v y, habebi-

tur illa aequatio

i±2 -4- d y .

««-+-(» _i_ (v-n)>a* — 0
- - d x ' J x(a-f-x) x(o-f-x) *

quae multiplicata per x x (a + xy +t -+
\

y

(ii •+

dabit integrale

{«(«+*)’« H-ji;)+JJ = Conft.

Exemplum 2.

888. Sit K — xm (a a -f- x jr)" et L rz/^a+rr)',
erit 1* — "

_f_ ..
«
.?

*
Kdx x »»+ji Lrfx

et 1L — E 1 V X
a a -4- xx *

et aequatio differendo -differentialis hanc induet formam

T2 + 3.;(i+ ,n
*.

)
-+-

i X ^ 'j jl + XI'
Jl»i»— U.— »)

t

»11)14- l» (m— p.-4-l)
J

a » fa n— v—O* x

\ »xx a a -+- x x (a a -t- x x )
1

1

j
g C xi>L ~ 2m >=o,

( (aa-*-xx)'
n~ k *

cuius in ar
iw—

^ (a a -t- x xY A~ ’ +. i y ft -+
,

y *•<** •/ 'x ae-t-xx'^
ductae integrale erit

t
3*- y±2 (E + " x

}
\e>* # Jx Vx

A c — ««
tyx y .

r'[(£+ aa + xx
-+-jrjr)*

n

Euoluamus hic cafus, quibus aequatio differendo- differentiatis

hanc

Conft.
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hanc obtinet formam

jx v x ea-*- xxwirax(DH-i+_r O * * V _
) = ©•xx aa-h xx (ao-f-xx)*

I. Sumatur fx
— m et v~ n y

eritque D =: 2 C, E ~lm (m— 2), F rr 2 n (m -f- x), et

G = 2 n (n— 2).

II. Sumatur \x~m— 1 et v
—

»,

eritque D ~ o, E~2C + J(w- 1)% F rr 2 n (m + 1), et

G = 4 B(s- 2).

III. Sumatur fx
— m—i et 2»—ayz— 1, feu yz=»+{,

^erlt vltimus terminus a
.
c

.-?~j±?. x>nC + ^“. Ergo

D =: 2 C, E“2C aa-*-i(m— 1)’, F~s(»!b+»+i),
G = i (2 n -+- 1) (2 n — 5).

IV. Sumatur \x — m et 2 n — 1 v — 1 , feu vzzz n — I,

ferit vltimus terminus — *^
x
~

i ideoque

D ~ o, Eri»(« - 2), F~ iC + 2ws+2s-i,
G = i (2 n— 1) (2 n— 3).

*- <

V. Sumatur jmrrw-i-i et y= s - i, erit vltimus ter-

minus r
* r — 2 C

—

_

" c oa-
, ideoque

a a -t x x a a -t- x x

DUS

D~ 2 C, E=i (m-hi) {m— 2), Fz=— 2 Caa-+- zn(tn-+- 1),

G ~ 1(2 n — 1) (2 n— 3).

VI. Sit p.
— m — 1 et v~n — i, erit vltimus termi-

— ~ -l£ i£
, vnde fit»i|u+ il| aaxx aataa t- x XV

D — c, E ~ ~ -t- J T/n — 1)
l
, F=^c + 2 wb + 2b-2,

G = l (2 n— i)(sb— 3>

VII. Sit fjtzw-t- z et 2 n — 2 v~ 2, feu v~n— 1, erit

ter-
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terminus vltimus «r x x
ideot

l
ue

D o, E = |(»;+0 (« — 3)) F=!»(« + i),

G ~ 2 C + 2 (n— i)
1

mus
VI1T. Sit p.zzw-4-2 et v~n— x, erit terminus viti-

2 C x

*

2 * C a a nC a a x x
a a -t- x X (ca-hixr hineque

(a «+Jif
DzsC, ErJ (W-4- 2) (w— 4), Fl-2C(lfl+2WB+2)I+ 2,

et G~ — 2Caa-hi(n — 1)*.

IX. Sit
i*.
— m et v— n — 1, erit terminus vltimus

tc ir •(' x x

1 aa-t-xx )» aaiaa-hxx) 4* (a a x x )

a ’

hineque

D ~ o
3
E~\m (m — 2), F= ,i+2io+2/i-j,

G =^ + 2(«- i)*.
a a v '

X. Sit |n rz: w — 1 et v — n— 1, erit terminus vltimus
«C 1 C «C 1 « C x x

xxiaa-r-xx )
1 a* x x a*laa-t-xx ) *e» (a a x x)* *

hineque

D~o, E zz ~ -+- l (w— 1)*, F— -+- 2 «»«-+• 2 «—4,

g=;4+2(«- i/.

‘

Problema 110 .
'

889. Sumto elemento d x conflante, fi K et L de-

notent fundiones quascunque ipfiusjr, inuenire integrale com-
pletum huius aequationis differendo- diflferentialis

ddy Sy JKj. i„0 d L 31» + 3K3l_1
_sCI.r.3x\ „

ix‘ dx* &. V * LrfX 4 L L d x h.LdX Jxlk ' *

Solutio.

Quoniam haec aequatio integrabilis redditur, fi multi-

plicetur per
77 e * us i nteSra ie completum, vt fu-

Vot. II. P pra
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pra vidimus, eft

it [ cH * *TT^= c»"«-

quam aequationem differentialem primi gradus adhuc integrari

oportet, quod cum ob conflantem indefinitam maxime fit dif-

ficile, ea negledla, primo faltem integrale particulare inueftige-

mus. Erit ergo ex aequatione

Y-_r- LLLy v — oKdX~ thdx' '
J

radicem extrahendo

l2-*-J±L — E?/— C, feu ii— /— C

,

dx tLdX h.
' 1 y iL X r “

vnde fit

,vi.=a/^~ c
.

'Cum igitur aequationi differentio - differentiali propofitae fatis-

faciant hi duo valores

„ fh±* y— c B —f— v—cy — Z- e1 » v etj = iLf'*. K
,— v' l ^ vl *

bini coniundi etiam fatisfacient, quibus quoniam duae con-

flantes arbitrariae introducuntur, eius integrnie completum erit

,= i t/'-TT ^ C + JL *-C
,

quae expreffio Yalet, fi y'—

C

fuerit quantitas rcalis, fin au-

tem fit imaginaria, erit

= i fi». C/iii/C
ficque habetur integrale completum aequationis differentio -

differentialis propofitae.

Corollarium i.

890. Hinc igitur aequationis differentialis primi gra-

dus
(U 2i-L Y Ct- L >*
K .X mhi x' KX

At
XX 7

quae

Digitized by Google



CAPVT V. u$

quae per fe fatis eft difficilis, integrale affignarc valemus,

quod eft

t
r^LV-c+l_rr^LV-c

fi modo debita relatio conflandum a et (3 refpe<ftu conflantis

A definiatur.

Corollarium 2.

891. Erit autem per }/

L

multiplicando et differen-

dando

v l + - c.
/^/-c

C

Hinc

il -4- — V~CL
( aJ^y-C _ <3

dx zLdX K ' "

vnde fit

ideoque A ~ 4. C a /3 feu
f3

~

Scholion i.

892. Qnamuis ergo aequationem propofitam ope ido-

nei multiplicatoris integrare licuerit, altera tamen integratio

maximis difficultatibus premi videbatur. Interim tamen ope
fubftitutionis aequatio illa differentialis primi gradus traftatu

facilis redditur; pofito enim y
- vt fit dy \/ L-+- ~ dz,

or‘ tur = B= r V(A-c**).
feu quae integrata dat

y"lA— Ul)
P 2 n*
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vnde praecedens integrale eruitur. Caeterum forma noftrae

aequationis differentio - differentialis aliquanto commodius ex-

hiberi poteft hoc modo: Si P et R fint funftiones quaecun-

que ipfius x, fumaturque elementum dx conftans, huius ae-

quationis

ddy-ty + 9 V JR
pl

oaRR 3 **

PP )= °!

bis integratae integrale completum eft

y — a. P e
J f

_ /R 3 *

(3 P e
“f—

fiquidem a fit quantitas realis. At fi a — o, erit

Sin autem fit a a~ — a, erit

y — cl P fin.

Tum -vero illa aequatio integrabilis redditur, fi multiplicctuf

per r kjx* @ y— 2.1L), eritque integrale primum

_J—, [ (dy — 211)*— y* 3 x s
1 = Conft.

Hinc patet in illa aequatione differentio -diffcreutiali commo-
de hanc fubftitutionem adhiberi y — P z ,

qua ea transforma-
tur in

95z-l-9z(fJ!— i*)— aaRR z d x’ — o

,

v P R ' p p 7

quae per multiplicata, fponte fit integrabilis. Quin e»

tiam pofito
£ — S, vt habeatur

5 d z —{— ^ s 3 35 - ° a % 3 x*

multiplicator ftatim dat integrale
ssa> , _
> . *»- * <7 z z— Conft.

Scho-
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Scholion 2.

893. Viciflim ergo ex hac forma fimplicifiima

SS D 3 2 -j- S d S d z — a a zd x1 — o

,

r

quae per d z multiplicata integrabilis redditur, formas magis

complicatas deriuare potuiflcmus, ponendo z~ £. et S~~.
Quae quanquam in formis generalibus fatis perfpicua, tamen

in exemplis determinatis plerumque haec deriuatio nimis eft

occulta, quam vt menti occurrere poflir. Veluti in cafibus

§. 888. euolutis, fi N°. IX. fumamus m~ a, et

fiet D — o, E — o, Fz=2»(b+i), et G= o, vnde ha-

betur haec aequatio

~) — o, feu
a a -t- x x 7

0 0 y _1_ «3« 3 y [a » -M* -+- i)x x] i B (n -4- 1 ) y 3x»
' x(aa-t-xx) 1 aa-t-xx *

quae integrabilis redditur ope multiplicatoris

r r (a a+ r r)' + ' (2+
integrali exiftente

5 x x (fla+ xx)n+I [(i2 -4- t*r*“yy
\

-
Conft.v ' L '.i x ia a -h x x]' |04+*i|»J

Pro integrali ergo particulari erit

an i <? x i {n— i)xJx _j_(n — tUJxv1— i

y x 1
a a -t- x x — aa-t-xx *

Tnde colligitur

x?(aa-+-x x)~T~ — a -

Ergo bina integralia particularia coniun&a dant

y — ^{a ~x /-x;—+*H-e.(a + x/.

(n— t)

07»+*

integrale completum. Hoc autem cafu aequatio noftra ad for-

mam fimplicillimam reducetur ope fubftitutionis

p 3 y —
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y z=\(aa-\-x x) * ,

cuius ratio et iuuentio difficilius perfpicitur.

Problema m.
894. Sumto elemento dx conflante, inueftigare con-

ditiones quibus aequatio differendo - diffcrentialis

3 3y -h P 3 x dy -f- Qj' 3 x* =r o

,

integrabilis redditur, ope multiplicatoris huius formae

denotantibus litteris L, M, N, P, Q fundiones ipflus .r.

Solutio.

Tribuatur denominatori huius fradionis talis forma

(dy -f- Ry 3 x) (dy -+- Sy dx),

ac leui attentione adhibita patet, integrale huiusmodi formam
cfTe habiturum

—
- Conft.

0* y -i- ± y * x

cuius ergo differcntiale aequationem propofitam producere de-

bet. Dat autem differentiatio

^y {S— K)ySx33y-blV. — *1<3x jySx 3>( 3 R—3S)4->,yax3<5 3R— R3S)
ttf y -h K y 6 x) (3 y+ i y 3 x)

——————
quae ad communem denominatorem reduda, abit in

(S—R)y3x33j'-«-(R~S)3a-3>' !!

-t-j'3x3y(3R-3S)H-j^5ar*(S3R-R3S) ) _
H-3V3y-H(RH-S)^3a:3>'3V-+-RS^3a:, 3V J“°'

Statuatur 3V= (S — R)3;r, vt aequatio per y diuifibtlis

cuadat, ficque orietur haec aequatio

(S—R) 3 3y -+- dy (dR—3 S) -f-^3jr(S3R-R3S))
(S S — R R) dxdy-+- RS (S— R)y dx1

\

= ° 9

quae vt cum forma propofita conueniat, fieri oportet

Digitized by Google



CAPVT V. 11$

P = (R -f- S)
» — 3 S

IS-Mji’
et Q= R S -+- S3K—R3S

( S — R) 3 * »

quos valores fi funcftiones P et Q habuerint, aequatio

33 y-hP 3 x 3.y-!- Q 3 x* — o

per
fS ~ K) y i- multiplicata, integrale dabit

/(S — R )

3

x -h / iy + l’?*
— Conft.

J \ * ay-bSyJx

Si ponamus S— M+ N et RrzM — N, erit

et Q — MM — NN-+-§-”— g»g.
KdJC ^ d x H J x

Corollariam, i.

895- Quaecunque
.
ergo fumftiones ipfius x loco M

et N affumantur, indeque definiantur

P=»M-^ « Q^MM-NN+ Jf-Sif.,

huius aequationis

d dy -+- P dx dj +• Q/ d x'— o

integrale erit

a AN d x -4- / — Conft.^ ^ u * ~
3 7 -t-iM-P-N >» 3 *

Corollarium 2.

896. Si ponatur y~eJzSx ,
fiet noftra aequatio difFe-

rentialis primi gradus

Se-t-ssSjr-t-PjsSx-l-QSxrro,

cuius propterea integrale erit

*/Na*+ /;-^^;= Conft.

Corollarium 3 .

897. Si velimus, vt fit P m o et aequatio habeatur

huiusmodi 3 dj -+- Q^y 3 jc’= o ,
capi debet 2 M erit-

que
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que Q —MM— NN, eiusque aequatio integralis

g/N — Conft..J 0 j -r-ui-t- JN) y 0 x x

Corollarium 4.

898. In genere autem prout conflans capiatur vel
-f- 00 vel

‘— 00, obtinebitur integrale particulare vel

d

y

-+- (M -+- N

)

y d x — o vel

Sj' -f- (M— N) 7 0 .* := o

,

vnde erit vel

y
— a £ J (M -f- M] d x vc j y

—
ex quibus noftrae aequationis colligitur integrale completum

y — e~~ -f ildx («r

^

N 5 x
-f- p e

Jlidx
~).

Exemplum 1.

899- Sit M-a et N = p, erit P = 2a et Qr act—G3
vnde huius aequationis

*

ddy-\~2adxdy-h-(aa— {3 fi)y d x* zzz o

integrale eft

*Px-hf ~ Confl.

In quantitatibus autem finitis integrale completum

y = e~*x (A e~‘3 * -}- B &*).

Cafu autem quo fi (i —— y y, aequatio

2 aDx 9j'-f-(aa-i-yy)j 9 vt ~o
bis integrata dat

y — A e~~
“ * fin. (y x -f- C)

.

At fi y — o, aequationis

ddy-+-2adxdy-ha.aydxt — o

intc»
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integrale eft

y — e~~
* x

(A -+- B x )
\

Exemplum 2.

900. Si M — et N rr: p jr
n
, erit P — et

Q= ^“— PP **’1— = — P PV».

Ergo huius aequationis

d d y ili=JLliiLi2 -f-
a(g ~ ,t

;c

~ 1^- ** — pp^/a**— o

integrale primum eft

x"
? y (a — p jr

n *) i* d x

n-+- 1 * * d (a p Jf
B

.y d x

Integrale autem fecundum

-pr’14- 1

p

B e
n ~hl

~ Conft.

y— x- a CAe
fi P rr o ,

erit id

y x~ a (A+ Brn+ I
),

fin autem pp =— yy, erit

y=z Ax- a &n.(^-r x
n -*- x C).

Corollarium 1.

901. Sumto n — 2 a, \t habeatur haec aequatio

d dy— °<i±j±2££— p p ^ a
y d x'= o ,

erit eius integrale completum
— 3 x ~ a-h 1 (3 ^a+ «

jrr“(Af‘ 1+ 1 +B «
,|1+ ‘ ),

fi fit p = o , erit id •

^= r*(A+ Br‘“+ I

)

,

Vol. II. Q «
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142 CAPVT V.

at fi p =— y y, erit hoc integrale

)— A *-• fio. (,-j^ H- C).

• Corollarium 2.

902 . Ponamus a ~— i
, vt habeamus hanc aequa-

tionem d dy— — o, cuius ergo integrale erit

JL —i.

vbi notandum, fi fit (3 (3 r— y y, fore j' =: A x fin. -f- C).

Exemplum 3.

903 . - Ponatur N= :—— ,
vt fit

a + pr
dN _m _ (3n x71- 1

N dx x a -+- (3 x*
’

et fumatur

M — — —
2 x

vt fiat P — o et

— m
0.=

2 X X

m m

4V ar

fine

+ X X

(3 n xn— z

2 (a 4- (3x*)’

(3 n (n — 1 ) (3 (3nn jr
,B“*

2 (a + p xn
) 2 (a (3 x

n
j
m

(3 m ti xn ~~
*

*

2 (a -+- |d xn

) + (a -t- (3 xn )'

A A jr
3m

(a-«- |3 Jf"/

{3j3wnr
ln-t—a-AAjr*

2{&-i-pxn) *(a-*-par
n
/

et
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et ob /M d x— 1

1

N, erit integrale

y — _[_(C + U^ NJ *)

huius aequationis dd y Q y d x* ~ o, Vt exj)reffio ipfius

Q fiat fimplicior, hoc fieri poteft pluribus modis, dum nume-
rator partis poitremae per a'+-£jr ’1

diuifibilis redditur.

I. Sit tn~n~ i et A A r $(3 <3 nit, eritque Q - — ,

tum vero

__ iN = et /N dx — ll(a-h (3**);
a + (3 Jf

a

vnde aequationis d dy— ( " " ~
^V

^ r * ~ ° integrale efc

y — ——-— (C + Dfl + DSrM.J
y x*-'

v ^ J

II. Sit i m — — i feu m i et 4 A A = a a n »,

erit

q I »47 ^Vb— *'

4 x x 2 (a-t-{3 jr’\)

(3«h. — ann v~*

4 (a-+-f3 A
B
;

feu

Q— 1
4 X X , vt ante.

III. Sit 2 m=z— n— 2 feu

m — j et + A A — — Illi,

fietque

q —( nn— 4) 3 nnfix
n~*

^

rw'f3(3r
n~ t— ctf!x~*-haax~n

‘~ t

)

16 xx 4. (a. (3xn
) 4(3(ii-h(3x

n
)

feu *

0 j^ — nn nn(aax~’l ~*—a(3x~ t —2(3{3xn~ t
)

16XX 4(3 (a-+-fix
n
)

9

Q ^ quae
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quae expreflio abit ia

Q

z

4~”- -f- ^-”(ax~ K ^*— 2 (3x~*)~ 4
~ 9 ””

i6xx +(3 ' i6xx
Quare cum iit

N .
» a /— a x

* — *

/Ndx~

2/(3 u-b(3xa ’

n a/— a f d x

erit

I2 / fi J " ’

' (a-+-pjrn )jf *

fumatur n =z |, vt fiat m= — j ,
Q— a

# ct

9 P**

•*»

/N 3x=z tyL=^f. »* -

iicque aequationis

f- —-—

.

y D x* ~ O

9 P* 3

integrale erit

S*n autem capiatur »rz— vt fiat

m ~—
J et Q~—_— , erit

9 p*f

nna.

+ p
*

N —
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jj
— an/— a jt

/Ndx=

rnde aequatio

3 KP

—-a/—

a

et

a-b(3x 5

/
' 3 .r — a.'/— a T dx

ax+p*3 3V P J
a x>+p

i r d;

J -

7

-v -i ,
ay d x*

3 dy-\- — o

i>P*
3

fimili modo integratur.

Scholion i.

904. Aequationem ergo ddy-\-A.xny'bxt— o his ca-

fibus integrare licuit, m— o, m~— 4, m~— $, m~— } et

ttr- 2 ,
feu m~— i+|, et m~— Quodfi vlterius po-

namus N — • , fimili modo integrationem ca-
a-4-(3x*-t-y r*

*

fuum iftius aequationis m—— 2Hh| impetrabimus, quibus quo-

que aequatio differentiatis primi gradus

3z-f-zz3jr-hAjr’n dx — o

integrationem admittit. Haec autem cafuum integrabilium in-

veftigatio nimis eft operofa, quam vt eam fufius profequamur»

praefertim cum infra methodus occurrat haec omnia commo-
dius euoluendi.

Scholion 2.

905. Ex his colligere licet, quantus fru&us ex in-

ventione multiplicatorum, quibus etiam aequationes differentio-

differentiales integrabiles redduntur ,
expe&ari queat , etiamfi

exempla hic traftata tantum leue huius methodi fpecimen re-

Q 3 ferant*
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ferant. Aliquas autem faltem multiplicatorum formas' hic fum
contemplatus, neque vllum eft dubium, quin plores aliae for-

mae pari fucceffu in vfum vocari queant. In hoc porro ca-

pite tantum eiusmodi aequationes differendo- differentiales trada-

vimus, in quibus altera variabilis y cum fuis differentialibus dy

et d dy vbique vnicam obtinet dimenfionem. Verum eadem

methodus quoque ad alia huiusnrodi aequationum tenera ex-

tenditur, quae etfi parum adhuc eft exculta, tamen vfu non

carebit fequens applicatio ,
vbi integrado aliarum aequationum

differendalium fecundi gradus, cuae aliis methodis tractatu dif-

ficillimae videntur, ope multiplicatorum docebitur.

CA-
\
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DE

INTEGRATIONE ALTARVM AEQVATIONVM DIFFE-

R.ENTIO -DIFFERENTIALIVM PER IDONEOS
MVLT1PLICATORES 1NST1TVENDA.

Problema 112.

906.

I^ofito elemento 9jf conflante, fi propofita fit huiusmodi ae«
”* quatio

inuenire multiplicatorem
,
quo ea integrabilis reddatur.

Solutio.

Tentetur talis multiplicatoris forma 2 P dy •+ 2 Qjdx,
vbi P et Q fint fundiones ipfius ar, et produdi

2 A y 9 x* (P dy -+- Q v 9 ar)
2 9 9 y (P 9y -+- Qy 9 x)

(By^-*-C-+-aDjrH-E^jr/

integrale. ftatuatur

p dy 2 Qy 9 ar 9 y -+- V 9 ar* — Conft. 9 x*,

vbi V fit fundio binas variabiles x et y coropledens. Erit

ergo fada aequalitate

-4-9P9 y* -+- zy 9ar9Q9.y 2 Ar9arVP9v-+-Q y9ar)

-+- 2 Q9ar 9y*-+-9ar
1
9V (Bj,>, -«-C-t- 2Djc,'+-Ejry/

*

quae per integrationem valorem ipfius V fuppeditarc nequit,

nifi
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nifi fit 5 P-f- 2 Q 9 jr — o, eritque tum

d V — Ayt*tiy— y 9 V ) 2 V dy . 1&.
i °y

y

-t- e •+• *i>* -+- eid* J J
<j x 7

cuius formulae, fiquidem integrationem admittat, integrale ex
variabilitate ipfius y erit

- A p yy .
»&— V.

Sumto ergo y conflante, necefle eft fit

— A a P( B> jy+C-n Px+ Ex x]+ » A P jxl !>-» E -c

)

- „ 33Q, .— — A y y 3 P .

B(Byy-+-C-t-aDx-hExx]‘ ,^'ix ~ [Byy-rC-t+Dx+lxx )*)

cui fatisfit, fi ii-2. ~o et7 9 X 1

— d P (C -+- 2 D x + E x x) -+ 2P d x (D -4- E *) zzz o,'

quae duae conditiones an fimul confiftere poffint, videndum
eft. Pofterior autem dat

LE —
,
ideoque P= C-+- zDx + Exar,

P C-t-sUx-t-fcxx 7 ^ *

vnde fit

Q—- ii =—D— E a-
,
hinc |2-=—E et

»12. — o.x- a 9 x 7 ix a x*

Multiplicator ergo_quae(itus eft

2 d,? (C -f- 2 D x E x x)— 2 _y 5 x (D -{- E x),

hineque obtinetur integrale

(C H- 2 D * -+- E x x)— t||2 (D 4- E x) -
Atf + «Dx+ F.x,) , E yy — Conft.mii;>+ c+ jux +u*r *'•'

fcu vtrinque addendo

§£ (C H- 2 D x -+- E x x) — 4|> (D -t- E x)

*+-
B y y-

-Z2
- a l) x £ x x

Eyy— Conft.

Corollarium 1.

907. Haec ergo aequatio d dy -h —‘ — °’

A ~a a

,

B ~ 1 ,
C = o

,
D = o, et E= 1 , integrabi-

lis
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CAPVT VI. 129

bilis redditur multiplicatore zxxdy— zyxdx, eiusque in-

tegrale erit

dx* *x j ^ jy-^xx — 0

Corollarium 2.

908. Si hic ponatur y — u x, ob dy z=. u dx •+• xdu,
habebimus

x x uu-+- * v x* 3 u * 3 u*

— 2 X X U U —
d x Txs

~

111W1
I-+-U»̂

— bb

x x uu, (lue

x* 3 it* bb ->-(hb~a a)vu
i -t- u u

ergo — ~ 3uy<i -mu) ~

® xx y [6 b -+- 16 b— a « ) a aj *

Tnde tam x quam y per u determinatur.

Corollarium 3.

909. Simili etiam modo integratio in genere perfici

potcft. Sit enim breuitatis gratia

C -f- iDr -f- Ex* zz Bsz, erit D -f- Er— ” 8
' dx 7

et aequatio noftra fiet

B * * J y 2 aByzSydx i TT i A yy K
dx* sxj ‘ yy b {_>_).-(-

=

z) b *

quae pofito y =zu z

,

abit in

Bz*il u* Ba u z z Sz*
dx* + E uuzz-\-

At = + vnde oritur

A ti u

B ( x -t- u u
)

K
B

g-gjj-yj -X- C E — n n „ „— K-4-IK — A) ««
fcu

B 1 1 -+- u u

)

’dx* B
B b z* 3 u« — k -t- ( k — a -t- p n— r r.m u + idd — c ei u*

a x* x -t- u a *

ita Tt fit, reftituto valore ipfius s,

— ji^ii+ «t|
t+ 11/j+ tix y [Ji (

K

— x -+- X) U— CE) uuV-(DI)— CE) u*]’

Voh II, R (icque
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ficque x definitur per a, indeque etiam

jy = uz= u^ c-tlH±2ilii.

Scholion.

pio. Hinc patet fubftitutio, qua tam ipfa aequatio

diflerentio-differentiahs propofita, quam multiplicator ad for-

mam commodiorem reduci debet. Polito enim ad abbreuian-

dum C -f- 2 I)x+ E x x ~B z z, aequatio noftra

9 9 y-+-. LZ.t* — o,
5*( J J -f-ZZ)2 7

ope fubftitutionis y nz a 2 transformatur in

Z 9 9 a -h 2 9z9a-f-a99zH- =0,
cuius multiplicator eft

2 B (2 2 dy—j z 9 z) , feu 2 B 23 9 a

,

vel fimpliciter z3 9a. Cum autem fit 92~i£l^±l£l, erit

JxJ*;D+ F.i) F. i x 2 Sx»(n-t-Ei)»

Bzz Ut B B z*

ita vt fit z3 9 9 z

EJx1 JxJt;D+ F.x) F.}* 1 Sx^n+Ex)’ (f F~nD)Jx!

~ Uz Bzz Bs BBz» UBz* }

ita vt fit 23 9 9 2 ~ ~- D
- 9 xa

,
vnde aequatio noftra per

z3 9 a multiplicata induit hanc formam

24 9 a99a-t-2z3 9z9a1-F-U~-L’ a9a9.v*-t- /u
*? uSx' — o,

B » B B( i -t-a u (* 7

manifefto integrabilem
,

integrali exiftente

s 2
4 9 a

1
-+- LF:.~ pn a a 9 v 1 —

u ,

A d
a

i B Ji UtS,i-l
— ~ j Conft. 9 jr%

cuius adeo nona integratio ob 2 fundionem ipfius .r mox in

oculos incurrit, cum fit

2 2 9 «= 9 x /(Conft. -+ a a -f- -— )

,

vbi variabiles a et x fponte feparantur. Caeternm hic note*

tur, fundionem pro 2 afTumtam fatisfacere aequationi e3 9 9 2

— xdx% cum tamen eius ratio non fit manifefta. Multipli-

cando autem hanc aequationem per prodit, idzddZ--JJ*' t*

cuius
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cuius integrale eft 5 2* — 3 d x*— lii!, feu 3 x rr -r3-^5—

,

s 1 as 7 yijJss—a)~

vnde porro fit (3 x -f- y = / (|3 2 2 — a), ideoque

^ 2 2 — a.-+- yY‘+ 2 P'V/
'r ^"PP*,fJ^, »

quae eft ipfa noftra forma.

Problema 113.

911 . Sumto elemento dx conflante, inuenire formam
generaliorem aequationum differentio-difFerencialium quae ope

huiusmodi multiplicatoris M y 3 x -+- N dy integrabiles red-

• dantur.

Solutio.

Quia multiplicator ope fubflirutionis y — R u in for-

mam fimpliciflimam S3« transrrutari poteft, hac fubftitutioue

ipfa aequatio differentio-difTcrentialis induat hanc formam

33«-{-l, 3.r3«-f- — o

,

cuius poflremum memfjrum per S3« multiplicatum fponte eft

integrabile, fi quidem U denotet funftionem quamcunque ip-

fius t/, dum R, S et P fint fun&iones ipfius x. Cum ergo

aequatio

S3a33w-l-PS3jr3w1 -l-U3jr1 3« — o,

debeat efTe integrabilis
,

pofito integrali

i S 3 u
1 -+- 3 x'f\J du = lCdx%

necefle eft fit

J3S3i<a — PS3 x3h% feu P 3 x

Quocirca haec forma generalis

a3«-h”Jl-f.?|£= o,

per S3« multiplicata dabit integrale

S 3 «*= 3*a (C — a/U 3«),

R 2 quod
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ficque x definitur per «, indeque etiam

j — =
Scholion.

910. Hinc patet fubftitutio, qua tam ipfa aequatio

differendo- differentiahs propofita, quam multiplicator ad for-

mam commodiorem reduci debet. Pofito enim ad abbreuian-

dum C-f-2Djr+ Earxz=Bs 2, aequatio noftra

3 3y H-—K.y i x'— — o,

ope fubflitutionis y — u z transformatur in

2 3 3 w -b 2 3z3«-btt33z-b —-— o

,

cuius multiplicator eft

aB (zzdy—jzSz), feu aBz3 3«,

vel fimpliciter z3 d u. Cum autem fit d z — 25 -lPb .

E* 1

, erit

— e 3x* axi*iD-+-E*) — e^x* }j'(n+Ex)' ice— nniax*
" Bs Bsc tiz BBz' BBsJ »

c v_nn
dar*, vnde aequatio noftra per

A u 3 11 i x*

BB(i+iiii|>

ita vt fit z3 3 3 z — — ^ ,b b 1

z3 du multiplicata induit hanc formam

z*du 33«-+- 2 23 3z3«a -+ f ududx2
-

B n

manifefto integrabilem
,

integrali exiftcnte

J c4 3 «* -+- ?.
K ~~n 13 u u 3 x 1 — —

f
?
*

-—. — J Conft. 3 xa
,:BB sBB,x-t-uu) '

cuius adeo nona integratio ob z funtftionein ipfius .r mox in

oculos incurrit, cum fit

zzdu~dx\/(Conft. n n — c e u u
r) *B B ( i -t- u u)

vbi variabiles » et r fponte feparantur. Caeterum hic note-

tur, fun<flionem pro 2 aftumtam fatisfacere aequationi c3 3 3 z
z=a3x% cum tamen cius ratio non fit manifefta. Multipli-

cando autem hanc aequationem per prodit, 232 3 dz-t^~Il^

cuius

__
Digitized by Google



CAPVT VL * 3*

cuius integrale eft 3 2* —
fi 3 x*— iis!

, feu 3 * zr — «a r as 7 >'(P*s— a)“

vnde porro fit
fi
x -+- y rz: / (fi z z — a), ideoque

fi
z z — a.-h 'yy-t-ifiyx-t-fifixx,

quae eft ipfa noftra forma.

Problema 115.

91

1

. Sumto elemento dx conflante, inuenire formam
generaliorem aequationum differentio-differentialium quae ope
huiusmodi multiplicator» Mj'3x-f-N3/ integrabiies red-

dantur.

Solutio.

Quia multiplicator ope fubflirutionis y — R u in for-

mam fimpliciflirr.am S3 u transmutari poteft, hac fubftitutione

ipfa aequatio differcutio-diffcrentialis induat hanc formam

33a-j-P3.v3a-f- ~ o

,

cuius poflremum membrum per S3w multiplicatum fponte eft

integrabile, fi quidem U denotet fundionem quamcunque ip-

fius «, dum R, S et P fint fundiones ipfius x. Cum ergo

aequatio

S3K33t/-4-PS3ar3a1 -f-U3x1 3azz:o,

debeat efie integrabilis
,

pofito integrali

i S 3 a* -4- 3 x*/U 3 u= 1 C 3 x*,

neceffe eft fit

i 3 S 3 «*= P S 3 r 3 «*, feu P 3 x = 2|.

Quocirca haec forma generalis

33«-4-!l|±4-«|*!=ro,

per S3« multiplicata dabit integrale

S3 «
9= 3xs (C— zfVdu),

R a quod
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quod denuo integratum praebet

fi* — / ,J V S ' V y t — w « u)
*

Cum igitur haec fint manifefta, ponendo u~Z1 ad formas

magis intricatas regrediamur, ita vt iam fit U:z:fund.

Nunc vero eft

r) u — l* — -> * R et *J * 3 y y 3 3 k * y 3Ka
R kk R rr r r l>—

>

vnde aequatio noftra fit

3 3 y *iRa> jr _t_ a
, dj**

R RR RR ~
k* •"

s
-

_1_ 3 S 3 y jiU;
«RS a R R S ’

quae per
^crCR^J'—ydR) multiplicata integrabilis redditur.

Vt igitur ad formam fupra propofitam accedamus, (latuamus
S= a R4

,
et aequatio

3 3 y JJJR i uax*
R RR “ IS*

per a R R (R —jdR) multiplicata integrabilis redditur.
Seu haec aequatio

R33^ —^a3R+^/ : |. —

0

per R —_y3R multiplicata fit integrabilis.

Vt via ad integrationem perueniendi magis occultetur, potia-
tur ^ ^ 4- V, vt V fit fundio homogenea nullius di«

menfionis ipfarum y et R, ac ponatur y 3 a R — «y d

x

'

vt

fiat
K

***y+ ¥£='o, feu 3^h-^ = o,

quae multiplicatore R fR dj'—y 5 R) redditur integrabilis.
At cum fit 3 8 R — “j£l, erit vt fupra vidimus

R — Y (a -hifix-hyxx),
vnde dum V fit fundio homogenea nullius dimenfionis ipfa-

rum
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rum y et R = / (a -h 2 (3 x -f- y x x) , aequatio

«33

ddy
va

(a -f- 2 (3 x +• y x x)*

ope multiplicatoris

(a -f- 2 (3 x -f- y A- Jf) d

y

— ((3 -1- y jr)^ d x 9

integrabiiis euadit

Corollarium 1.

912 . Pofito autem R — \/ (a -4- 2 (3 x -f- y x x) , ae- •

quatio noftra per R R dy — R^ 3 R multiplicata fit

RR3/3a^— RydRddy+ ?.m {
.
K£?-? iK'=zo,

cuius integrale eft

a R R By‘— R^aRa^-H/raj-CRaaR-f-aR*)
-h 3 jr

3/V 3 i ~ Conft. dx\
vbi eft

RaaR-+-aR’=:a.RaR=:a,(p + Yx)ax=:vax',
ficque integrale eft

R R a/ — 2 R/ 3 R dy •+ yyy 3 x*/V d . = Conft. 3 x*

•

Corollarium 2.

913 . Quia V eft fun<ftio ipfius formulae /V3.|-
integrale habetur. Pro vlteriore vero integratione pofito

y — Ru et /V3a = U, habebitur

r«3 b*-RR»b 3Ra + y R R 2 U d,x' ~Gdx'9

feu R4 3 a* ~ 3 x 1 [G— 2 U -f- (|3 (3— ay) u «]

,

hineque
3 x Sa

a -

1

/xx V [U — * U -t- l(3p — a 'V)* u] *

ac porro y zzzu y (a-h 2 (3 x -hyx x).

R 3 Scho-
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Scholion.

914. Haec ergo aequatio d d

y

-+ ~~ — exiflente

R = l/(«-f-a0* -t- y x x) , multo latius paret ea quam ia

praecedente problemate tratftauimus, propterea quod hic pro V
accipere licet fun&ionem quamcunque homogeneam nullius di-

menfionis ipfarum y et R. Si enim fumatur V " —1217 .

ipfa aequatio primum tracftata oritur. Caeterum ex methodo
,

qua illam aequationem elicuimus apparet , eam per rcflri<ftio-

nem ad hanc formam occultam efle perdutftam
, cum ea ae-

quatio
,

vnde efl nat-a'

R ddy —y a5R-+-|^/':^=o
perfpicue integrationem admittat

,
fi per R dy —y d R multi-

plicetur. Eft enim

Ra^_-/ddRzrd.fRrly-yDR) et liA — 9.

vnde fatfta multiplicatione habebimus

,(Rdjr— r d R)d.(R d? —jdRj-t-d.v* /"•*-£ d. -2-= o,

cuius aequationis vtrumque membrum per (e eft integrabile.

In aequatione autem inde erma ituegrabilitas minus perfpici-

tnr, mulro magis integratio eft abfeondita in aequationibus le-

quentibus.

Problema 114.

915 . Sumto elemento dx conflante, integrationem

huius aequationis

y y d dy -f- y dy
2
-f- A .r d x2 ~ o

ope multiplicatoris eam integrabilem reddentis perficere.

Solutio.

Hic fruftra tentatur multiplicator huius formae L dy
+ M9x; rentetur ergo haec forma

3 L dy2 -H 2 M d x d y -+- N d xa

ac
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ac ponatur produdi intcgrale

Lr^^3+ Mj'j'3x3/l

H-Nj'>'3x
,
3j'--i-V3x 3 =r C3xs

cuius differentiatio perducit ad hanc aequationem

dx3dV~^Lydv* +:M>3x3y 3 -t-N/3x'3>* -+-2AMx3* 3
3.y -kANx3x4

—zhydy* —yydxdyX~)-+-3ATx3x*^“—^3x3

3y(J^)

-yydyX~)—iMydxdy 3 —yydxtdy\^)

~yydxdy3(~)— 2Nydx*dv'

—yydx'dyXd

£)
quae formula vt integrationem admittat, membra quae 3y 4

,

d y
3

et dy
1

continent, euanefcere debent: vnde primo colligi-

tur L — y(~) — o, vbi (— ) nafcitur ex difFerentiatione

ipfius L pofito x conflante. Confideretur ergo x vt quantitas

conflans, eritque XL* — X?, ideoque L ~yf: x. Negligamus au*

tem hanc fundionem ipfius x , feu eius loco vnitatcm fuma-

mus

,

vt fit L ~y et (^-t) = o: fecundo ergo efle debet

(^ )
— o. Sumamus igitur M ~ o, etiamfi M denotare poflit

fundionem quamcunque ipfius x ,
quandoquidem videbimus

hoc modo negotium confici pofife. Tertio itaque habebimus

— N/4-3 A x y —y y (i^) ~ o ;

fumto ergo x conflante, erit 3 A x dy ~ N d y -t-y 3 N, ideo-

que N^iz 3 Axy feu N~3 Ax, vbi iterum fundionem

ipfius x, quae loco conflantis ingrederetur, ne^ligimus. Cum
igitur hadenus inuenimus L ~y ,

Mi:o et N — 3 A x, erit

3 V = — 3 Ayy dy -+- 3 A A x x 3 x, quae formula cum fpon-

te fit integrabilis fcilicet V~ — A/+ AAr3
,

multiplicator

noftram aequationem integrabilem reddens erit r 3j'3j'%-3Ax3x*,

et produdi intcgrale habebitur

j3 3v 3 -+- 3
’ A xyy d x’ dy — Ay 3 dx 3 -+- A Ax3 3x3 =zC3x3

quod ob conflantem C eft intcgrale completum.

Corol-
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Corollarium i.

9 itf. Huias integralis membrum primum commode in

tres faiflores refolui poteft. Si ponantur formulae zs—A fa<flo*

res (z— a) (z— (3) (z— y) , vt fit

o-— Y A, (3 z= ~

2

Y A et y= Y A,

erit integrale inuentum

j+yyx^C,
exiftente

a-t-f3-t-y— o, a(3-*-ay-t-(3yz=o et a j3y= i

.

Pofito enim 212 — z, habetur haec forma

z3 -h 3 Axy z — AZ+ AAr3
,

cuius fador fi ponatur z— p— q, fit

z3— 3 p qz— p
3— q

3 — o

,

ideoque
* */

p —y Y A et — * )/ A*.

Corollarium 2.

917 . Sumto ergo conflante C=
integralia particularia

y^y— &y dx-\-aa.x'dx~ o,

et loco a fcribendo (3 et y,
— (3ydx-h(3(3xdx—

o

et

j Dj'— yy djr-f-yyxdjcirro,

quae pofito y ~u x dant — =: — —

.

i r x «u — aii+ua

— £ Ang. tang.
;

/.v = /
V(aa — a u-t- u u)

o , tria obtinentur

et porro integrando

-^-f-Conft.
a — u

Scho-

Digitized by Google



CAPVT VI.
^

Scholion i.

91 8. Aequationem autem differcntialem primi ordinis

inuentam difficile eft denuo integrare. _A poteftatibus quidem
differentialium, ponendo dy-pdx ety=ux. vnde fit

* x - Su
* ^ 7 x p —- V *

liberari poteft
,

prodit enim

x 5
(«* p

3 -+- 3 A u u p — A#!+ AA)~C,
quae fumtis logarithmis, differentiata dat

3* _4_ uu ^U)ip-)-A)+mii|« (ii + >A)i — Au) ^
x u> p! <-3Auu;>— U'+A A — Oj

quae loco ~ fcripto abit in

d« (upp -+• A)*-+- u u (p— u) ?)p (upp -+- A)~o y

ac per upp-*-

A

diuidendo
, ori.ur

Adu-*-uppdu-*-puudp— a3 D/> — o,

quae ponendo p — JL aliquanto fit fimplicior, fcilicet

Adu-+~qdq-+-qudu— u ud q z=z o
,

cui autem pofito A=w% etfi particulariter fatisfacit q-mu-mmy
tamen inde integratio completa erui vix poffe videtur. Cae-

terum eadem haec aequatio inter p et a immediate elicitur ex

aequatione differentio - differentiali propofita
,

quoniam in ea

binae variabiles x et y vbique eundem dimenfionum numerum
conftituunn Pofito enim dy—pdx et y~ u xy

abit ea in

uuxdp-hUppdx-+-Adx— o. feu — ,r rr 7 x A-hupp p—
quae c(l ipfa praecedens aequatio.

Scholion 2.

919. Interim tamen aequatio propofita complete inte-

grari poteft , indeque etiam eae
, quas ex ea elicuimus. Hoc

autem prorfus, fingulari ratione praeftatur, aequationem ilkm
adeo ad differentialia tertii ordinis cuehendo. Cum enim fit

Vol. II. S yd.
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y d. -4- A x 3 x =. o ,

ftatuatur = d v ,
vt fiat

y

yd.l2-+- Axdx = o, feu 9. 12 -b A x d v =z o,

quae fumto elemento d v conflante, denuo differentiata praebet

^ + A9r3t;= o, feu d3y A y d v3 = o :

i-v

quae forma ita eft comparata, vt fi ei particulariter fatisfaciant

y — P
7 j O

,
y ~ R, etiam fatisfaciat ^“DP+ EQ+FR.

Iam vero illi iatisfacit y=ze~ av
,

fi fuerit a* = A; cum igi-

tur in Coroll. x. ternae litterae a, p, y eadem conditione

fint praeditae, habebitur integrale completum

y
— Dr” + Er^ + Fr^j

vnde ob Ax —— d

fv
y
,

erit

— D a * e
~ “ v - E p G r" p

v

— F y y .v •

—

— *

A
feu mutatis conflantibus, ob A = a* = p

3 — y
3

,

* — -+- 9J e~ av -}- %>e~? v d f- 71'

y = — %ae-*'v— %>pe~fiv— £Ye- yv
-

Hinc ergo aequationis

A du-*-qdq-+-qudu— u ud q O

integrale completum Itis formulis continetur

_— 2rae- av— f8pe-<Sv — dy e~ yv ^U ~'
21 £ e

~ yv

_%rtatr- av Qe-P v+ dyy e~ yv

1 ~%e- av -h e~ -hde~ yv *

ob q — p u —
,
quod infigne eft fpecimen integra-

tionis methodo dire&a vix perficiendae.

Pro-
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Problema 115.

920. Sumto elemento dx conflante, fi proponatur haec

aequatio d d y -*-yy d y* X d x' = o, exiflente X~ a-f-

p x y x x ,
inuenire multiplicatorem, qui eam integrabiiem

reddat.

Solutio.

Hic fruftra tentantur multiplicatores formae

1,dy -hMd x et L 3/ + M axdr + Nar 1

;

fumamus ergo multiplicatorem huius formae

2 L d y
J -+- M d x* dy -h N d x3

,

et integrale flatu atur

Ly* dy* -+-My 3 d x* dy* -+- 2 N y
3 dx3 d y S dx4= o,

vnde per differentiationem colligitur

Bx4dS -iLyy dy*-*-Wy v d x
1

d y
3 +N vy d x 3 dy*-*-MX 3 x4 dy-t-NXdx*

3 LjjdS+*L X dxdy
3-j 3dx3d/(£')~

—

J

3 dy*(~)—3Myydx‘dy*—i6Nyydx
3dy*

*
—y3dx*dy3(*”-)—2y

3dx3dy'
(J5)

vbi fumimus L efle funaionem ipfius y tantum. Vt ergo ter-

mini dy* continentes deftruantur, erit

L — — o et L = *

.

d y
J

,

Deinde pro deftruaione terminorum per dy3 affeaorum erit

— 2 My y -h —y '

* ( ) = 0

»

et fumto x conflante

quae per yy multiplicata et integrata praebet

M*r = P-s5 et M =
S 2 \
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denotante P funftionem quamcunque ipfius x. Iam ad termi-

nos tollendos
,

erit

- 5 Kyy -y || -H (}=) = o,

et fumro x conflante

2 y
3 a N -+- 5 dy =^ dy— \\ .y dy,

quae per }/

y

diuifa et integrata dat

2 N r
a — -/ * Y y— *— y /y ,

negletfa funsftione ipfius x addenda, quoniam irrationalitas \/

y

in calculum non ingreditur. Erit ergo N ~ iiL, ac0 3 yydxjydx'
propterea

35 — 3 ,, cLx _ #JL* — 4 y 99 x
) -4- ,x * x —

*" ^ J» 3JC J ~idX‘ ' > Jr
*

vnde fit integrando

5 __ x x p x
~ y y y ’ a x

P3X 1 «XJP
y

a y y -7 a X . a >’ a a P

9 - X J

I

rr P3X
I
IXJP

I
9yy^X_ ajrJa*P\

3 y lix* 9

1

quae finite exprimetur fi P“o, cum ob X— a~h(3x

fit d3 X — o. Quocirca habemus

yxx

atque

et N= a a X

y y d x*

S=m — 4- Conft.
y y „x*

vn.de aequatio integralis eft

y
2
dy*— aXdjc*9j'c

-+-4>’9X3.v
!! 5j'-+-?~~^--. syydx‘ddX^z Cdx*.

Aequatio ergo propofita

2 y 3 d dy -hyy dy1
-h- d x* (a ~j-(3x-hyxx)=zo

)

integrabilis redditur multiplicata per
a a na-t-fix-+-yxx)dx i dy »

aarMG-t-s^*'

y y * Ty ’ ’

tum vero eft intcgrale
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-—
-

y* dy* — 2 d x* dy * (a -+- (3 x -b y x x) -+- 4/ 9 x3 dy ((3 •+ 2 y x)

— 4 yyy d *4 -*- 1 yjL^nii — cdx*
y

[y y dy* — (a-+-
|
3 r -+• yxx) 9 ^r

,

]
J -+- 4y

3 d x3 dy (|3 -+- 2y .*),

— 4 y/* d x4 — Cj y d x4
.

Scholion 1.

921. Integrale hoc ira eft intricatum, vt alia metho-

do vix inueniri potuiffe videatur, verum etiam ita eft compa-
ratum, vt nulla pateat methodus id porro integrandi, vnde

prima integratio parum lucri attuliffe eft iudicanda. Quemad-
modum autem in praecedente problemate integrale completum
ex alio fonte haufimus, ita hic fimili modo integrale eruere

licet, quod eo magis eft notatu dignum, cum aequatio pro-

pofira in fe fpe&ara folutu fit difficillima. Ponamus fcilicet

itidem d x =z y d v , et cum fit

ddy — d x d ~y d v d . —y- ,d X u y d V '

erit fumendo iam elementum d v conftans

ddy=ydv (02— .
3

.)
— ddy —i?’.

•s J ' yd v,. y y d v ' J y

Hinc noftra aequatio induit hanc formam

2 y
3 ddy —yy yy d v* (a -+

j
3 x -+- y x x) — o, feu

2y d d y — 9 y
3 -1- c) i/

1

(a [3 or -t- y x .v) = 0,

quae denuo differentiata praebet

2 y tfy -t-y d t'
3
((i -f- 2 y x) — o

?
feu

2 d3y d v3

(f
3 -4- 2 y x) — o

,

differendetur iterum
,
prodibitque

2 d4 y -+- 2 yy d v4— o, feu d4 y-\-yydv4 zz:o
9

quam aequationem fi aliunde refoluere, valoremque ipfius y
S S per
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per v exprimere liceat, erit x~fydv, feu fine integratio-

ne x ~ — ^ . At manifcftum efl, ifti aequationi difFe-

rentiali quarti ordinis fatisfacere y — e
Xv

, fi fit X4+ y ~ o.

Ponamus ergo y —— «*, et quatuor ipfius X habebuntur

valores X— ±n et X ~ — i, vnde eius integrale com-

pletum eft

y = Aenv q-Br^+ Ciin. (»« 4-<)>
hincque

*= 4- e*
v — e~ n v — «. cof. (n v -+- ?) 4- JL

,

qui ergo valores quoque fatisfacient aequationi inter x et y
propofitae, dummodo conflantes A, B, C, et £ ita a fe pen-

dentes capiantur, vt quantitati quoque a conueniant. His

nempe valoribus fubftitutis fieri debet

a-\- Q x— **»»—*? — o,’

vbi tantum terminos conflantes confiderafle fufficit, quibus ac-

cenferi debent ii, qui quadratum finus cofinusue arguli nv-t-%

continent, quippe ex quorum combinatione quantitas conflans

exfurgit. Cum ergo fit

2 y — a^A f^ + JB f- n,u 4- 2 C fin. (n v -f- O,
3Jy =2 n» A e

nv -hn n B e- nv— n n C (in. (n v

— n A e
nv—«Br^+ sC cof. (n v + £ )

,

a n n v * 1
» »« ’

erit fumtis terminis memoratis

P x— M
— n* x x — 2 n n AB — nnC C cof. (n v + %)* — M.

f

— +nn AB— 2 n n C C fin. (« v 4- <£)*

,

— = 2/j/jAB — nnCC cof. (» v 4- £)*,

ergo
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ergo

a •+• 8 » « A B — isdCC + JJ^o, idcoque

C = /(,-n+S+ + AB/, vel

a=znn (CC— + AB)-g et

a-*-px-*-YXx= 2 nn(tC — AB) — (JL-»« *>.

Manent ergo tres conflantes A* B, et % Indeterminatae) ita

n nullum fit dubium, quin formulae pro x et y datae inte-

grale completum exhibeant.

Scholion 2.

922. Aequationes differentio - differentiafes, quas ia

his duobus prob emacibus tratfauimus, ad fimilem formam re-

duci poliunt. Prior enim

y (y d d y —f- dy‘) -+• X d x* — o,

exiftente X = A * vel X = a+ (3.r, fi ponatur y dy = £ dz

feu yy~z ,
induit hanc formam

i 3 3 z >/ z-f-Xt)** — o,

quae ope multiplicatoris iiJ 3 X d x» integrabilis redditur.

Altera vero aequatio

y y ( 2 y ^ dy -+* ^ /
a
)
+ x 9 x* nn o

,

exiftente Xz^a + px + yxx, pofito y = **, fit

a/= i*"-*ds et aa.r = §s~*aa*-$2r*a**,

hinc zyddy-hdyz^lz^ddz, ficquc aequatio hanc in-

duit formam j^aa* + Xajf = o, quae integrabilis red-

ditur ope huius multiplicatoris

J 6
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i6()z
%

4 X 3 9 ; 2 3X3 X*

7

zy z
J

3 s3 zJ

Hinc colligimus, pro aequatione 3 3 z + ilii1 r: o fore mul-

tiplicatorem 3 z
2

-i- X 3 xz
y' z

,
pro aequatione autem

33z i X dx*

4 * V Z Z

multiplicatorem fore

0 g3 9X31*3;
V

4 V ZZ

feu fub vno confpedu

pro aequatione

3 D z+ — o

a a z -h — o
ZVZZ

-h*idxdx*yz,

multiplicator erit

a -h 2 x a jr* / z,

a z3 H- J a X a jc* y «.

y' z z

Caeterum hae integrationes maxime funt notatu dignae, cum
ex aequationibus diffcrentialibus altioribus perfici queant. Ita

tum ex hac aequatione, vbi 3 v conftans

a3

y -+ a a v a a^ -
-t- b a v* a^ -+- c ^ a v3 = o fit

y =: % e*
v % e*

v -{- £ e
yv

,

fi fuerint a, (3, y, radices huius aequationis

H+ Af+ Br+Cno,
ponamus dv~ y, et cum fit

aa^ = a*?a^ = 3^a.^ et^ dvy 4 x

a3

/= a os a . ? — dvd. (±-d.iy) = i^d. (j. a

.

J 3d* v
<3i> dir j x ' *

fi iam 3 ar conftans fumamus, erit

ddj=zddy-i~if et

Vy
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Vyzzz^d.yQyddy + dy')=d>y + ±LLLLl+l£
t

'

hincque per y y multiplicando

yy d3
y +y dy d dy -+- dy3 •+- A 9 x (y 5 dy -+- dy)

-hBdx*dy-bCdx 3 ~o,
quae integrata dat

ryddy -t-ydy -+- Aydxdy -+- Bydx• -+• (C jt-4-D) 9 jr4 = o,

quae ergo per fuperiora integrari poteft.

Problema 116.

923 . Definire conditiones fun&ionum P, Q, R et

L, M, N, vt haec aequatio differentio- differentiatis

9 dy -f- P 9y* -yQdxdy-hRdxt =zo
integrabitis reddatur multiplicatore

3 L 9y' 4-aM5r9;+ N9jr*.

Solutio.

Fatfa multiplicatione integratio terminorum per 9 9y
affeftorum dat

L 9y3 + M9jt dy -b N 9 x* dy,

quare ponatur integrale

L 9 y
3
-f- M 9 ar 9b H- N 9jr*9/-bV9jr3 n:C9 jr%

cuius differentiale aequari debet formulae propofitae in multi-

plicatorem dmflae, vnde oritur

dx 3 dV- 3LP . dy* +* 3LQ. dx 9/
3 -+- 3LR . 9jt* dy*

*r

Vol. II.

-H 2MP -+-2MQ -i-2MR9jrs
9y

-C-) -+-NP +NQ -*-NR9jt4

v a y -C|=) -(B>

-<B>
• T Hic
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Hic ergo fieri oportet

3LP— (f±)
= o,

3LQ+ 1 MP-(ii)-(
J
'!)= o,

SLR+ sMQ+liP ~<«)“ (B )= 0 -

Tum vero erit

3V= [»MR + NQ-(;-5)]3j'4-NR3r,

quae formula integrabilis efle debet. Ex illis autem aequa-

tionibus co.ligitur

p-h =h© - ft G?>
-
'n Q*>

Corollarium i.

024. Si L, M, et N fuerint fun&iones ipfius x tan-
r> /-1 ii- ft R * M ,BaL Viir.*-

1L dXtum ,
erit P = o , Q— hinc

3 L U x ” 3L 0 X »LLJx’

*\ ir /kHin 4 nVtdL V JL a „ K3M _ tMN3LdV — tiTTsr 7m' 0J'*?r irr*
I

ac coefficiens ipfius by debet efle conflans. Quare per L*

diuidendo habebitur

'C dx ~ ft M 3 31 __ a ^ 3 L

V-JL ai-^L
|

N > t _ . 8Wsw

4LVL Vl

Ct integrando

C/i* =^— feu N= JJ-CLVf-*,
VX 3 L V' L * Vt

•ergo

V= Cj +/(£- 'Jfii) cg- C L’Vp).
y x*

Coro*
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Corollarium 2.

925 . Sit M =. S Y L*, erit

3M — 3S j/l/4-ili!, et

fti

V = C

y

-4- i/i! (J S S Y L — C L*/r% &a
*a V L

V =z C H- v.S* e C/

d

5/—,

tum vero

N= i S S J/ L— C L»/** ~<f * S r/i£) V L,
VL {'L

atque P = o , Q.= 3

S

J~ ct Kzz -IL~
. Quare haec ac-

3i*>a
quatio

3 3 .y
-4- -+* -s-~— o

integrabilis redditur multiplicatore]

aL3^ 2S3*3^L•^3**</S$~C/ ^-ir)^'L,

^L
et iutegrale eft

Ld^-hSdxdr^LL dx’ dy <i S S -C/i£) ^1+CjD.v5

-+• v S3 3 ar
3— | C 3 x3/ 3 S P.

Corollarium 3.

patf. Hic quidquid jjro conftantc C aflumatur, idem
integrale prodire debet. Hinc fi C =: o ,

aequationis

3 L s

3 VL

X a mul-
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CAPVT VI.

multiplicator erit

3 L dy' -*-2Sdxdy/L'-hlSS d x* / L

,

et integrale

l dy -4- s dx dy /l l h- i s s d x* dy >a -+- i s3 ax* = d a**,

feu (9j y' L -4- J S d x)* — D d x3
.

Scholion i.

927. Ex iisdem quoque conditionibus, fi dentur fun-

diones P, Q et R, definiri poterunt fundiones L, M, N,
quaternis quidem pnftrcma mndirio integrabilitatis patitur.

Veluti fi iit Pr j, QtzzoetR fundio ipfius x tantum

,

pota R = X, Tt habeatur haec aequatio

cuius multiplicator fi fumatur

3 L dy*+ + N 5 x*

,

t integrale fit

L dy3 -+- M 5 x dy* -+- N d x* dy -t- V d x* — C 3 x*,

erit primo — (j^)= o, et fumta x conftante ~ ==: — ,

hinc L— Syin ,
denotante S fundionem ipfius x. Deinde eft

et fumta x conftante i

3M- 12J51L? -4- ii .y* dy— o,

quae per y~* n multiplicata et integrata dat

r ,"M+
(

-r^/+,=T fund. ipfius x.

Ergo —- T y"1 3 * «l*+l

Digitized by Google



CAPVT VL »*9

Tertio fieri debet

3 S X/" + *J - » T ,;* 11 + .
y»'+ ' - i*= o,w J

y i x ' \ix* ^ dy 7

nde fumta x conftante

aN+^^u.y"3/-_i4
1

L-,y*+'^-3 sxy-a/=o,

quae per y~~ n
multiplicata et integrata dat

•T" w N7 i & T 4/k -f- 1 ^an+2 3 S X —
“rni+T)53;.--y “«+«•* - U/ Jr»

feu

M TT«®_ JT „*b-+- i JJS . »t* •-+ »iS. r»"T'.1N__U7
Ex his autem fit

iTX/*-,1 * — * * ^

s

»,3 *+ 1 au .„b ,
a a t .u+tj

<b-*-H jx' *x'J f
a» s .,3 * -+- » a a. s x

y 3 B-*-i r
*(H -t-l)1 JX*-' (« B-t- I JJX-' )

dT as
( B l ) a X ' «(B-f-I^dX*"' »n-

quae formula vt integrationem admittat, efle oportet

3 S X „3B-+-*\
-zir.y h

a»Tty j»+i a.xas „» _o.i A *y y . -t-y
(n.-i)ax

v3»+« a« S , V3B+ I ii. S X . IT V VB— I 3 v
* »(B-+-I)»rfX> l*u+l)ix J

t

|« B-f-r ) XrfT y»B (3n-»-?lX di S y3*+ « ;pn -filSXXix y3B —

.

q

hic ergo fingulae poteftates ipfius y, quatenus funt inaequales,

feorfim deftrui debent. Quare poteftas y*~ l dat U~o; vn-

<le etiam poteftas y
n ad nihilum redigitur. Poteftas y

tn dat

(2 »-+-a)T 3X + (2»+2)'X3T -4- (2«+i)X3 T ~ o

,

feu X*"
-4- * T4 "'4' 3 zz A ; at poteftas praebet 3* T~o,

feu T — a -+ (3

x

-f- y x x. Poteftas vero y
3n poftulat S_o,

nifi fit » — — J; quo cafu etiam poteftates y3 *-*- 1
et

fponte euanefeunt. Cum ergo fit U — o
, S= o et T =: *

4 B »

-hPx-Hyxx, hineque X — B (a -f- (3 x -f- y x x) • »-+-•
,

haec aequatio

T 3 d d/
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d d

y

-h -+- B (a-f-^3 x-hy x Xj

integrabitis redditur ope multiplicatoris

n(*-Hf3jr-t-var x)j' * dy — llljLtllliy

9 x'— o

,

ATI-

Scholion 2.

928. Quanquam plurimum abeft, quominus haec me-

thodus fatis adhuc fit culta, tamen fpecimina in hoc capite

tradita abunde declarant, quanta incrementa inde expetSarc

queamus, vnde eius cultura nuxime Geometri!» commoudandi
videtur. Quoniam igitur methodi, quibus in refolutione ae-

quationum dilferentio-difFerentiaiium vti conuenit, faris lucu-

lenter funt expolitae, ad fequens caput progrediamur, viri in-

tegrationem huiusmodi aequationum, quatenus quidem id com-
mode fieri poteft, per feries infinitas oftendemus.

CA-
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DE

RESOLVTIONE AEQVATIONIS
dyy -f- a x*y d x* — o

PER SERIES INFINITAS.

Problema 117.

9 -9 -

Samto elemento 3 x conflante, aequationem differentio - diffe-

reatialera 3 3y -f- a x*y 3 x* ZZ. 9 per teriero infinitam inte-

grare.

Solutio.

Quaerimus hie ferieni fecundum pote flates ipfius x pro-

gredientem, quae valorem ipfius y exprimat; et quia in altero

aequationis noflrae termino quantitas x cum fuo differentiali

3 x nullam, in alxero vero «-t-a dimenfiones occupat, euidens

efl exponentes poteflatnm ipfiu* x differentia n-*- 2 afieendere

vel delcendere debere.
\

I. Afcendant primo exponentes, et fingatur feries

y -A?+ B.tx+l,+,+ C etc.

eritque

i±2=z\(K—i)A^“ ,+(3t+»+a)(X-t-*-M)8*x 'H,rt-etc..... aAxx ~hn

vnde patet primum terminum folitarium euanefeere debere, vt

fit A (X —- i )
—

o. Quare capi «oportet vel As 9 vel br i,

fic-



iSa CAPVT VII.

ficqUe duplex feries obtinetur

y - A -+- B x*-*" +Cjf,,+4 + D x5 *-4-* *+ E x**-*- -+- etc.

-+-2lx-+-S3jr*
_t“ , -+-e x1 * -*"*

-t- £> xin ~*~ r d x4 *-4-» -+- etc.

fubftitutione ergo fada fieri oportet

or(«-h2)(«-+-i)Bjrn-4-(2«-i-4)(2n-+-3)Cjr
,n+,

-<-(3»-+- <5)(3«-4-5)Djf
,’l+4

-+-etc.

-haA ‘ -+- a B +«C
o=(nH-3)(n-+-a)a5x

n4‘,
-+-(a»-+-5)(2ff-+-4)€jr

1,l+,
-+-(3»-H7)(3«-<-<J)$Djf

3B '+'I
-4-etc.

-+- <3 21

vnde litteris A et 21 arbitrio noftro relidis, reliquae per eas

ita determiaantur

B- — a A
(»-+-!) (n «f-ft 1

; C- — a B
a(*n ; D = — aC

3(3»+ 4)(>M-»)
etc.

-a<E
25
— —

• (T — — — _^ (n-f-3)ln-t-«) ’ «<*n-f-s)tn-t-»| * Ju n+ < )(*-+*)

ficque habebitur integrale completum ita expreflum

oAjr,+ ‘
.

etc.

^= A—

-4- x—

x(a-h i).(n-+- 2) I.2(B+IX^#^-3^(fl+ 2)
,

fl
3 Ay3"+ «

x . 3.3 {tt-hi) (2 n-h3) (3 Ti-h 5). (n-hif

a*%x*n-hs

etc.

i (»-+-3).(«-+-a) i . 2(n-i-3 j(2s+ 5 ). ( n-h2)
%

a>%xs*+'
etc.

x . 2
. 3 («-t- 3) (2 »-+- 5)(3 . ^h-h2/

II. Dcfcendant iam exponentes, et fida ferie

;~Arx+ B -+- C xx etc.

habebitur

y|2rX(X— i)AAfX-,+(\-»- 2)(X— «— 3)Bxx”B“ 4 -t-etc,
,

« xny ~a A xx “
t’ n + aB xx— * -+- etc.

bi
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vbi cum terminus xx "*" B
fui fimilem non habeat, tolli nequit,

ita vt hinc nulla aequationis refolutio obtineatur.

Corollarium i,

930.

Geminata feries pro y inuenta, quoniam litterae

A et SI arbitrio noftro relinquuntur, integrale completum ae-

quationis differendo - differentialis d dy -+- a *
n
y d x* — o ex-

hibet; tribuendo autem litteris A et Si datos valores, integra-

lia particularia nafcentur. >

Corollarium 2.

931.

Si ponamus — feu wmm

—

2, huius

aequationis d dy -f- a xm ~* y d x
M— o integrale completum ita

commodius exprimetur

A— a A xn a A r‘*

y — \

SJ.v-

x (/»

—

i).m 1 .z(m— i)(im— i).m
*

a3 A* 3 ™

1 . a. 3 (m— m— ij(3 m— 1 ).m 3

a STr"*-*-*
•“‘- 1

etc.

1 i).m 1 . 2 (.w-f- ij(2 w-f- 1)

.

m’

a*%x3m -hl
etc.

Corollarium 3.

932.

Si exponens m fuerit pofiduus et vnitate maior,

hae feries eo magis conuergunt, quo minor valor quantitati x
tribuatur: aliis vero cafibus in praxi hae feries adhiberi ne-

queunt, nifi forte eae ipfae in alias conuergcntes transformari

poffmt.

Vol II. V Scho-
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Scholion i.

933. Dantur tamen catus, quibus hae feries omni pla-

ne vfu deftituuntur, quod euenit, fi quispiam fa&orum deno-

minatores conftituentium euanefcat
,

ficque omnes termini fe-

quentes in infinitum excrefcant
,

quibus caftbus feries in alias

formas transmutari conuenit. Hic primo occurrit cafus m ~o
leu n

—— a, quo vtriusque feriei omnes termini praeter pri-

mos fiunt infiniti , hoc vero cafu aequatio
,

quae eft d d

y

-f-
*! — o , cum fit homogenea, fingularem integrationem ad-

mittit: inueniri enim poteft poteftas ipfius x, quae pro y fub-

ftftuta aequationi fatisfacit. Ponatur fcilicety~x\ prodibitque

X(X— 1 )rx”‘+fljfx
" *— o, feu XX—\-ha~o

vnde colligitur Xzz — a) ,
ob quem duplicem valo*

rem eft integrale completum

Y (3
- a

)+ B X1 ~Y ii-
quae aequatio cafu a >• J abit in hanc formam

y — hx' fin. [(a — i
)*

;

vnde patet, cafu a~ \ fore

y
— (A+ B /x) Y x.

Scholion 2.

934. Reliqui cafus ad incommodum ducentes funt, fi

vel m — * vel m — — * denotante i numerum quemcunque
integrum. Cafu m -z » prior tantum feries fit incongrua, cafu

vero m — — * pofterior tantum. Quare illo cafu ponendo
Azo hoc vero Slzzo, feries faltem vna idonea habetur, in-

tegrale particulare exhibens. Verum cognito integrali parti-

culari quod fit y~ P, inde aequationis

d dy a xm~* y d x'— o
inte-
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integrale completum eruitur potnendo trrPi, vnde fit

P d d z -+- 2 d P 5z z d d P -+• axm~ * P z dx
’— o ,

at per hypothefin eft

88P-f-fl.x"*
— a P8.r’~o,

ergo prodit

P d d z -1- 2 d P 8 z= o
, feu

YPdzz=Cdx et z~Cf i?.

Cum autem P fit feries infinitas hinc valorcm ipfius z cogno-
fcere haud licet. At cafibus illis memoratis pars integralis lo-

garithmum ipfius x inuoluit, quod vel inde intelliaitur quod ~

aequiualeat ipfi / x. Quare in aequatione

d d

y

H- a xm ~~
*

y

3 jr’ zn o,

ponendo y — p -+- q l ar, ob d y =z d p q-^- h- d q l x, erit

d d p -

b

*? *—?— 1lll -bddqlx-bap xm ~* d x'

-b a q x
m ~' d x* l x ~ o,

in qua partes 1 x inuoluentes ftorfim defttuantur neccfTe eft

;

ita vt hae binae habeantur aequationes

ddq-baqxm ~*dx' — o et

8 h- p xm -*dx* — o
,

vbi pro q ea binarum fuperiorum ferierum accipi debet, quae

cafu oblato incommodo caret , eaque conftirura ex pofleriori

aequatione facile quantitas p per feriem exprirretur. Hujus-

modi cafus in fequentibus exemplis euoluamus; tanmm note-

mus illam operationem perinde fe habere, etiamfi loco Ix fu-

matur /x-+- a, ita vt inuentis p et q futurum fit

J — aq-bp-bqlx, feu ~p -b q l {3 X.

V z Exem-
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Exemplum i.

935. Poftto m~ 1, hanc aequationem

d dy -H = o

feries refoluere.

Pofito y ~p q l jf, capi oportet

?= 21 *— °JLi’ a»«x»
1. 2. 2. i

a»<X«
1.2. «.3. 3.4

etc.

pro qua ponamus breuitatis gratia

^
— 2lJr-*-23Ar

3

-4-(E.x'
3 -4-®x4 etc.

tum. trero quaeratur p ex hac aequatione

IU. *i«.— JL -+- lf — o :
J*' < jx XX X

fingamus ergo

p
~ A-+-Bx, -+-Cjr*-«-Djrs -+-Er4 -*- etc.

eritque fiufla fubftitutione

2 C <SD jc n- 1 2 E jr jr 2o F a:
1 -+- 3 o G ar4\

H-22li-i-433 -t- 6 €: -+- 8® +io£ -4-12$ (-—o
-SI- 23- <S - ® - <£ - 5 (

-+-sA+fl B+dC + sD + <7E -4- oF )

Cum iam dentur coefficientes 21, 23, (£, ®, € etc. eritA“—

—

j

quantitas B non determinatur, tum vero

p 1 — 3 __ (i B —f- 3 H a B^ ’ a 1. a i*, a* TTa *

rj —- 5 £ oC — S 91 a C
6 #.3 i

a
. a*. 3* a. 3

*

P — 7 g) qD —
.

flj)

ia 3.4 i*, a*. 3*. 4* 3 -
4’

F — — — L? —
.

7’°-*—— 15
, etc.

vbi pro B feribere licet o
,

quandoquidem in integrali y rr
p-i-qlx addimus partem a?, quae ex littera B oritur, ita vt fit

p—A -4- C x* -hD x3
-4-E x4 -4-F x* -4- etc.

Hinc
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Hinc crit

C — 3o* ta — —na** p — p —* — <«> «*
, ete.

\bi notetur efle

14.— 3. 3-»-5. 1, 70 = 4.14-4-7.1.2, 404=5.70-4-9.1.2,3,

et pro fequente 2688 = 6. 404 -+- 1 1. 1. 2. 3.4; eftque

y — p + <tq -+~ q l x.

Exemplum 2.

93<S. Pofeto m~ — 1, hanc aequationem

9 0,

per feries refoluere.

Pofito y— p aq ql x, capi oportet

„ \ « * _1_ «* K 1’ A
, *». 3*. 4*‘

etc.

pro qua ponatur brcuitatis gratia

f= A + i-4-S-l-a-4-5+ etc.

tum vero quantitas p ex hac aequatione definiri debet

ddp-h \L3±1 1tlfl— o.
A 1 X XX X*

Fingamus ergo

p
— «-H * + «e.

nde facfia fubftitutione prodit

» + ,r + ,4
+ ir

“* *- - **

— A — B— C— D— E- F

etc.>

= o,

— 2B — 4C— 6D— 8 E — 10F

-+- 2 e -4- 6 jd 1 2 <g -+- 20 f -4- 30©

et coefficientes «,»,€,©,€, etc. ita determinantor, rt

V 3
fit
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fit SJ zz - ; fecundus 33 non definitur, tum vero eft

0
“ 3_B a ©

»•* l.i

£> — — i* —
s. 3 * 3

!•>. *•

* a* A
4». 3*'

0 ?J)
O 2> __ —jq» A

3., 3-4 •*. 3*. 4*

«8S —_ t E— r*
~

4. *

— 3 « A o ©

o(£

4.3 *

«© .

3

-

4
»

if_
4- S

‘
)«* A

• 4». S*
etc.

fi fumatur, id quod fine detrimento generalitatis fieri

S^:o, ita vt fit

p— 21 x -f-
®

-f- fL -f- ?. -f- 'i -f- ere. erit

licet,

tr — 3 O A ff\ J u «M /e — ?<yo* A
I J . 4’ ' 1 ». 2 -. J* ^ |i. 8*. 1*. 4’^

tt **" 404 « \ ct-s-^ etC *

qui valores fimiles funt praecedentibus.

Exemplum 5.

937! Po/ito m — i , aequationem

ddj

per feries refoluere.

Pofito p-4-ay-|-y/.r, capi oportet

a-2^ll ~0
* V JC

q — 21 *• — * a -+- i
*

X. 3 I

IS «*
91 v a 64 q 3 % _»

a. 3. 4

i. 2. 4> .4. 3 4.

X. 2. 3. 3. 4. i

ere.

x

pro qua breuitatis gratia fcribatur

3 S 7

q — ty. x ‘R x + ffjr* -t- ©.r® -i- (Ev 3 -+- 5 x* -+- @v 4

tum vero quantitas p ex hac aequatione definiri debet

d 0 p -f-
* ix t3— 1

* *’
. -f-

api** —
Q#* jc x x V x

Fingamus ergo

p = A -+- A v* -+- B X -i- C x* -+- D x* -+- Ea 1
+. Fir3

etc.

-+- etc.

prodi-
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—
ac Vx

prodibitque fafta fubftirutione

- 21- 23- c - s> - £ 5
-<-221-h323->-4-(£ + 5 £> i-*-6<£

-1-75

JC+iD+'4‘E -+- 6F -+-*fG

Hinc colligitur fore

A — A=r-*,
a 7 40 a 7

et B non determinatur, porro

= o.

— £ -1-0

— — 4» B

J. 3

_S®
1 . 3

— — 40 B t

I* 3

3« 0 s
I*. 3* *

_ •— 4 a C ___
12 (£ - 4 aC _ 14. 16 a• SI

*. 4 *-4 *• 4 »• 3. 4* *

— 4 0 D 16© — — 4»D
. 1 _ 14. UO>|

3. 5 8 - 5 3. 5
*

1. 3. *. 4. J*. S* 7

- — 4« E _ — 4 0 E _ 90. 5$0 o4 9!

4 . 6 4 . 6 4. 6 1 . j. i. 4 . j. i. 4*. «* 7
etc.

a. a* »• 4 * J» a» 4"« •" '

Quodfi iam ponatur B ~ o Tt fit

p— rJ — ?. i/A--+-»-f-Cjrt/x-*-Djr1 -+-EAr* / jr-+-Fjf
3
-+- etc.

^ ,a a « 1 *

erit

p ». 4 0 g T) _ — TOO. t< 0» g I>«4. <<«’» *— I*. 3*
3 i*. 3*. 4*. 4

*' 3
4*. i1 . 41. 4*. j® 3

r? — »<*«*

«

~ I*. Jl. a1 4*. 3*. i'*. 4r- ** 3 *

Ybi notetur efle

xoo = a. 4. 8 -*• i-3- 1884.= a, 5 . 100 + 1. 3.

52^16 — 4. 6. 1884- -+- 1. 3. 2. 4. 3. 5. 20.

Exemplum 4.

t, hanc aequationem

o
« « tr as

per feries refolutre.

Pofi-

938* Pojito tn
——

d 3 y ° >**
KX /*

Digitized by GoogI



CAPVT VII.

. i

t6o

Pofito y —p -F- aq -4- ql x , capi oportet

* — A — x * -+-"
I. 3 I.3 *-4

pro qua breuitatis caufa fcribamus

— i 64 «> A
*• 3- »• 4- 3- *

" 4+Fa“ J

q
— A+Bjf

-
'-*-Cx~~ -+-

D

x~'+Ex
et littershp ex hac aequatione definiri debet

9 a 6 -f- — Illi. a ** — o.

Fingamus

p — Ajr-f-2l/*H-23-4-€ x
~'

-F- ® 1 +

et fadta fubftitutione prodit

etc.

etc.

etc.

a a
•FFi

a a
x x

0 <g

xx y x
«e
X»

a 2>_,
x^x

«e.
X*

_a*
x* V x ,

—A- B - C — D - E - F

— B — 2 C —

3

D — 4 E — 5 F

_|S< +|€ -4-2©-f-V® -»- 6 $ -+-V®

rnde fequentes determinationes colliguntur

21 ~ — et A :=: * r= _*
a. 4 a 4 a a '

at 23 non determinatur: porro

g - — 4 a <8
t

l B — 4 a C >• 4 a A
^

1.3 3 J-

3

r» C — 4 a C
<D — -h I5

C— I*. fl* A.

16. 64 o* A
.s*

(5
- — — 4°Q . I6_n — 4°Q

3 . S 3 . i 3 . $ I. 3. ».4. 3
a
. S*’

- 4 a ® «o E — 4 a 8 »-< 4--4 p* A

4^4 4.6 l. 3. i. 4. 3. i.4 J
.
6* ’

4 «
etc.

Quodfi iam fumatur 23= o, erit

CT — *. 40 A CN -4- roo. rsa 1
\ fi. -t«<4 . (i«! *

i
1

.
3* > i*. 3*. a*. 4* * V

3-*. i*. 4*. 3 J
. s

qui numeri vt ante progrediuntur.

,
etc.

Scho-
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Scholion.

P3p. Ez his exemplis pcrfpicitur, quomodo feries ae-

quationem

ddy -t-a xm~*y d x* — o
t

refoluentes in reliquis cafibus, quibas srr+ J, inueniri opor-

teat; vbi obferuetur, 11 (it »=--*, pro q hanc feriem ac-

cipi debere

q=zSix-h-f8x
X
~*~f-b(Ex

I ~*''
!'-b&x

I ^~
T -+ etc.

tum Tero formam ipllus p tali ferie exprimi

i • »

p= A+ Br'-f- Cr' +Dr< -f- etc.

cuius coefficientes ex fuperioribus vt ante definiantur. Sin

autem fit m=— } ,
pro q fumatur feries

J £ _3_
y= A+ Br ' + Cr > -+- D .* » + etc.

at pro p huiusmodi formam accipi conueniet

T l I— JL

p — 21 .* -4- 33 x '-+-€* « -+- 5D x * + etc.

nde pariter fingulos coefficientes vno excepto determinare li-

cebit. Atque hoc artificium in genere eft tenendum, quoties

in refolutione aequationis generalis ad feries peruenitur, cuius

coefficientes certis cafibus in infinitum excrefcunt, quod ple-

rumque indicio eft, logarithmos efle introducendos. Verum
etiam eadem aequatio d dy -4- a xn

y d x*
~ o aliis modis per

feries refolui poteft, dum ea ante refolutiouem in aliam for-

mam transmutatur, xbi cum euenire poflit, Vt feries certis ca-

fibus abrumpatur, quibus adeo integrate reuera afiignari po-

teft, talem transformationem maxime notabilem hic expli-

cemus.

Vol 11. X Proble-

Digitized by Google



CAPVT VII.i6i

Problema 118.

940. Aequationem differentio-differentialem

d dy -+- a d x*
— o

in aliam formam transfundere, cuius refolutio per feries infi-

nitas commode inftitui pollit.

Solutio.

Vtamur fubftitutione y — efp 9x z, vbi p fit certa fun-

&io ipfius x- aequationem commode refolubilem fuppeditans.

Erit ergo

dy —

e

{p3x (dz-*-pzdx) et

d d y — esp 3x (ddz -+ zpdxdz zdxdp -4-ppzdx*') 1

rnde aequatio propofita abit in

ddz-*- 2 pdxdz-*- zdxdp -h p pzdx* -+- axn zdx*— o,

vbi p ita capiatur, vt fiat

n

pp-+-axn — o, feu p — x* ^— a.

Ponamus ideo a —— rr et »~iw, vt propofita fit haec

aequatio

. ddjr— c c x*"1

y d x*— o,

quae polito —

p— c xm et y ~eJp3x zz=ze m ^ 1 z,

induet hanc formam

ddz-*-2.cxm dxdz-*-tnc xm 1 Z d x’ — o,

in qua, cum jr occupet vel nullam, vel *»-+• 1 dimenfiones

,

fingamus ipfius z valorem

:= Aix+ Bxx+*+ , + Cjrx+ ! "1+ , + etc.

quo fubftituto fit

f ? A
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X(X— 1) A xx-*-
4-(X+-/»+- i)(X-+-w)B Jf

x+m” 1— o,
+-aXAc

-i-mAc

vndc perfpicuum eft fumi debere vel X=o vel X— 1. Con*
fequimur ergo feriem duplicatam huiusmodi

s~ A + I +Cjr5B+ ‘ +- Djc3OT '+' 3 -+ Ejr4m+4 +- etc.

2U-+-95*m+11 -+-£*im+J -t-S>x3m+4 -4- <£x*n+s -4- etc.

qua fubftituta fit

(m-4-

1

)»7BA-
,n-

1

-+-z(m-*-

1

)(z m->r 1)Cxlm -+-3 (m-+- 1X3 w-+-2)Djr3m+

1

-4-roAf +-2(w/+i)Bc -j-4(*»-+-i_)Cc

-4-»;Bc -4-otCc

•+-(«j-4-i )(>»-+- 2)S&Jf
m
-«-2C»n- 1 )(2w-4-3)Sjr*

m+,
-4-3 (m-b-

1

)(3W+-4)©.*
+-22Jc +-2Ci«+-2;25c -+-2( 2«/+-3;C^
-+-ot31c -ht/ffic +w(Ec

vnde vtrique coefficientes fequenti modo determinantur
— — (m 1- t) « c

b
,jm+« \

r
p — m A c

mim-f i|
— (3 m » ) B e

«(iiii -t- i](m+ i|

D — Ii m -4- 4I C c
' 3 13 m -4- * ) (m +- 1 j

E — —
1 w+- 4 ) I c

4(41» -4- 3) (m -4- 1

)

(
IU -r • i 1,

m & )

(T —— — '3 m *- 4' g c

* t* m jl|* — I|

© —- — ( S m -t- f
» £ c

3(3"i -t- 4 ) (m +- 1 )

& — — t m4-» )
ge

4I4 a + slim+i)
etc. I etc.

vbi bini coefficientes A et 21 manent indeterminati, ita vt hoc
integrale completum fit cenlendum.

Aliter. Sumta ferie
, in qua exponentes ipfius x de-

crefcant, fieri de*bet

a X+ m — o feu m — a X, .t

t aequatio nofira fit

ddy— f f = o,

X 2 quae
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quae pouto — » x+

«

p= c x
-' x et j == el* 3m % = *rx=1

.

*»

,wt in
ixcx-'*—***^*

Ponamus ergo

^^ ^x-« 4.C^-+ D *rX~* -4- «*•

et fubftitutione fafla prodit «
X(X~0Ajr^^(3X-0(3>--0B^

jX^5X-a)(5^-3)Car 1

-a)JU^-‘-Ha(3X-x)B^a(5X-a)Cr ^X“3)Df
j

-aXAf -aXB* -»XC* 'aXDf J

vnde coeffidentes ita determinantur

« — X iX— a __ 3. X(X — 1J A
B — -

,
. x _ »“ M,x— XI»

c ==1^^
c

„ ^X-»)(rX-4lP
.E= ~< ?

...1*1-77» rrrrrr»“tl«X-«)C
~

etc.

Hic Talus natam Item. A T.lor «MtHo noB« «Itanto»,

ex quo haec feries tantum integrale particulare exhibe

Corollarium 1.

9+i. Ex folutione priori patet, alteram feriem ter-

minari quoties _
(a i -t- 1) »1 -4- a i zz O, feu **—

.

J

7+*

*

alteram vero quoties

(a i— 1) m -+- x i= 0, feu «= rfzr, *

denotante f numerum integrum quemcunque. His ergo cafi

hui integrale faltem particulare finite exprimi poteu.
(jor0i-
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Corollarium 2.

94*. Altera foludo praebet feriem finitam
, quodes

fuerit rei

(a i -h 1) X— i= o tcl (ai— i) X— i — o,

hoc eft

X= —i— et *rr -=iJL
,• 1 1 ij +1 '

n ante. Reliquis vero cafibus haec feries in infinitum ex-

currit.

Corollarium
943. Cafus ergo» quibus haec aequatio

ddy— ce jr* 3 x*= o

atque adeo pofito y^ze1* 9 * etiam haec

du-\-uudx=zccxn dx
integrationem faltem particularem admittit, funt n — fu-

mendo pro i numerum integrum quemcunque.

Scholion.

944. Sufficit antem integrate particulare inuenifie, cum
ex eo facile integrale completum erui poftit. Cum enim in

integrali iniit littera c> dum aequatio differentiatis tantum qua-

dratum c c continet
, perinde eft fiue in integrali fumatur -+ c

fiue — e. Hinc fi integrale particulare fit y rr; P e Q , erit

etiam y — P— c Q integrale particulare , xnde integrale com-
pletum erit

j'= «(P-hrQ)-f-(3 (P

—

e Q), feu /=aP-t-|3cQ.
Quo haec clarius explicentur, ad folurionem alteram aequatio-

nis ddy— eex~ 4X
y dx‘ =: o accommodentur, pro qua po-

nendo breuitatis gratia x*~ * x =z t , fecimus y =: x 9

et inuenimos

X 3 «=
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g—. x\ X(X— i) A ^X-i. I X‘^— ^(iX— H(3X— a)A jpJ X— a

t (* X — ve '
u
j4i ». — » )' c

c

“ * X(X— ii(iX— |)(3X— «)(tX-.«tu \^ 3}A X-.J
•. 4-6(*X— J|*C*

Pro qua exprefliooe djftinguendo terminos per poteftares pares

ipfius e diuifos ab iis , qui per poteftates impares funt dioifi,

fcribamus z — P — c Q, ita vt iam P et Q tantum poteftates

pares ipfius c contineant, eritque integrate particulare vnum
' y= e

Bt
(P-rQ)

et alterum

J — e~ ct (P+ fQ),
Ynde completum erit

y~JP(aec
‘-t-f3e-

cf)—JcQfae**— 0*-•*).
Hinc fi c fit numerus imaginarius feu c — b by vt aequa-
tio fit

d dy -4- b b x~ 4

x

y d Jr*= o, erit

z ~ P— A Q y
7— i et

e
et — e

h f v ~~ 1 r= cof. b t -+* /»— x. fin. b f, ergo

J= P (“±J cof. b t-b- y/— i.fiq.^O

- b Q C“-=i cof. b t -+- - x. fin. b 0 /- x.

Sit *±.e= y et t =5, •

atque integrale completum hoc cafu ita exprimetur

/r*P(yt®i4 f+Jfin.4/) —AQ(5cof.^t—vfiu^O» ^"cu

y=(yP—MQ)cof.bt+(SPH-ybQ)(ia.bt.
Cafus ergo hoc modo integrabiles euoluamus.

Exemplum i.

5+J» Integrale aequationis ddv— ccy ty invenire*
\ ,

Hic
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Hic eft X~ o et z r A , atque t z x , vnde ob P rA
et Q-o, erit integrale completum . „

j — aecx
-h£e- cx

.

Cafu autem c c~ — b b
f aequationis ftdy -+ b by 9 x'

~ o in-

tegrale completum erit

y zz y cof £ x -*}- 5 fin. £ x.

Exemplum 2.

946. Integrale aequationis ddy— ccx~ 4ydx* — o
imenirc.

Hic ob Xz: 1 eft aszztAx, et t—— *, vnde ob
P— x et Q— o , fit

y — (aecl -f-0*“ ef )x.

Cafu autem c c zz:— b b aequationis

ddy -{-b b x~ 4y d x' zz o

integrale eft

cof. b t-4- (3 fio. b t') at, exiftente t— — *.

Exemplum 3.
* « i

947. Integrale aequationis ddy — c c x *y d x zzo
inuenire.

Ob X= sS fit B zz— ~j et 2 ~ A jt
3— A, atque

I . . I
(
.,

t

.* . .

* zz 3 x3
,
vnde P r x5

et Q zz~ . Integrale ergo erit

> = (a(tf+ (3 e
~ ct

) ar* — (a*e{ —
- (3 e~ et

)
J-.

Cafu autem c c zz— b b, aequationis

d d .7 -4- £ £ x“ 3

^ d X* zz O

intc-
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integrale eft

y=( a eoC b t -+ (3 fin.b t)
** ^ ((3 cof. £l—«fin. * f )

.

Exemplum 4.

948» Integrale aequationis ddy— cc x *y d x*— o
btucnire.

Ob X= 5, fitB = A et «= Ajr

,

ita Tt fit

• I

P= x* et Q— Polito ergo 1=— 3 » S integrale i»

exprimitur

y=J (« e**
(3 #-•*) 4- iL

( tt —
. 0

Cafu antem c c—— b b aequationis

ddy-bbb x~*y d x*~o
integrale eft

y— x* (a cof. b t (3 fin. b i) —£ ((3 cof. b t—a Hn. b r).

Exemplum 5.

949* Integrale aequationis ddy— e c x Jydx*z=zo
muenirt.

Ob ^ J 5 B ~ ~zlA et C _ 4' a— . hinc
, ,

* « *• c « 1

*= Ax'—
p= ^-t-n|,M Q= rf_A

Pofl,o «8» '= !>’, integrale erit
t

(ai<t+(3r“)-JLx»(<C e
#f—pret

)

cafu
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cafu autem c c~— b b , aequationis

i

3 3y 4- b b x l
jr 3 x*

~ o

integrale eft

(acof.i*-f-f3 fin.£/)*+- x1 (ficoC.bt—ct{w.bi)*

Problema np.
950. Aequationis differendo - differentialis

4»

ddj-h c c y d x1 — o

integrale completum affignare, denotante i numerum integrum

quemcunque.

Solutio.

Sit breuitatis gratia t — — (2 i— i)jr a, — 1 rnde fit

I

x"— 1 —— ( ac pofito y~ e
ct z, pro valore ipfius z

per feriem inucnto
i L^~ L »

-

4- 3

z— A •+- B -+- C x*‘~ l -h D jr**
-1 +• etc.

ob hi coefficientes ita determinantur

p — »(. — riA f

p

— t<-4-«)(»-3)C etc>
2*21— 1)C 7

4 (a i— i)C 7 6(ai — I)c

l

quibus fubftituds, et introduco valore ar**
-1 rz 77^'r.U

,
erit

~ x t > — 1 /•j ft»—-t) j(ii— «Hi— 1
)

I~(ff— — 4)(f— 3)
_J_

' HI I.4CCH . ». 4. 6C*t*

fiue hoc modo
A

z — _ /"j fu—

o

t

f(if— o («— ») i(f<— i>(ff— «)(<— »)
t etc,

-

),“**
' »CJ S.-jCfJt

’'*

Pc/. //. Y Atque
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Atvjuo hinc aequationis propofitae integrale completum ita ex-

primetur

j = f
- 1 (i

— jr-< (»<y -4- ,(< »

- ;

~

-+- etc.) (ar cf — (ie~
ct
)

vbi in vtraque progreflione lex formationis Angulorum termi-

norum eft manifefta.

Corollarium i.

951.

Hinc quoque illius aequationis

d dj H- b b xz ' ~ l
j> d x*

~ o

. • —

*

integrale completum, manente f
— — (2/— i)*»»—

«, eft

*= ** -«c.)(«.r.*»+|3lul.*0

Corollarium 2.

952.

Si i fit numerus negatiuus, haec integratio per-

inde fuccedit, aequationis enim

d dy— c c x tl +

1

y d x* ~ o

pofito /— (2»+ i)jr“+ I

, integrale erit

jy-tU 1-4- *Ui=llLi±U -4- etc \^ f
ct

/3
^-cK

' 1 . 4 C C l l 2 , 4. 6. 8 c4 l* ' ' r /

r> Zrt 14-0 , ;(//—iV (1—4 y, 14-3) , <1 ir— 1 X rr—4

V

ii—» X tf—» « X i 4-s ) ., '\ /• _ „cf /o cf\
1
VTcT"*"' T^Tcm» h 77^17^; r>

i-etc.; (ae —pe ).

Corollarium 3.

953.

Simili modo huius aequationis

ddy -+-bbxb li + I ydxt =z o,

pofito
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pofito »-(i»+i)x"'+I , integrale completum erit

y- /' ( 1- ~ etc.) (a cof. £ f (3 fin. b t)

tz !"r.o tv7/

'

5

' ^tcQCpcor.^-afla^O.

Corollarium 4.

9 5 4.. In formulis finus et cofinus continentibus fi

ponatur

a— C fin. £ et (3
~ C cof. <£,

exprefliones noftrae ira contrahuntur, vt fiat

a cof. b t -h
1
3 fin. b t

— C fin. (b t 4- £) et

{3 cof. b t— o fin. b t ~C cof. (b t -f- £)

,

vt iam hic C et £ fint conflantes arbitrariae integrale com-
pletum reddentes.

Scholion.

95?. Hinc egregium adipifeimur adminiculum ad ca-

fus integrabilitatis huius aequationis differentiatis primi gradus

agnofeendos, fimulque integralia completa definienda; nafeitur

enim haec aequatio ex ifta

d dy -f- a xny d x 2 ~ o
,
ponendo y— e

ju 3 *,

vnde ex ilia viciffim haec oritur, ponendo u- 12̂ . Cum igi-

tur iftius integrale affignare licuerit cafibus quibus exponens
n — iisdem cafibus integrale aequationis differentiatis pri-

mi gradus affignare licebit, vbi quidem duos cafus euolui

conuenit, prout a fuerit vel numerus negatiuus a — c c vel

pofitiuus a — -t- b b. Hos igitur duos cafus pertra&affe ope-

rae erit pretium.

Y a Pro-

/
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Problema 120.

9 5<f. ' Denotante i numerum integrum fiue pofitiuum

. fiue negatiuum quemcunque, inuenire integrale huius aequa-

tionis
—

du-\-uud x— ccx ti ~'~ l d x — o.

Solutio.

Pofito u~ haec aequatio transformatur in iftam

— 4 i

ddy— cc x i, + l

y d x‘ — o,

fumto elemento Bar conflante, cuius integrale aflignauimus.
* I

Pofito ftiiicet t= (2 i -f- 1) x
t ”+' 1

, eft

y- (aect+ R e-01
) (

t

* -+- /'-* -1- »(»»--. /*-*_*_ etc/\** ' « / ' a. 4 c c 2. 4. 6. 8 c4 '

— Bf~ct
) (*

lH" 1 * "~~4 * 1+3 >(***-+-* 7*~" 1 v " y f * **~T 6 x ***

)

f ^
- ' '' »C 2. 4 . 6 C* 2. 4 . 6 . 8 . IO C*

**

Ponamus breuitatis gratia

y
—

(« f x

f3
1-'*) P— (o e

et— p e~ et
) Q

,

et cum fit

2 * 2 |

dt= sr^-^^dXf fcu dx= x*‘-*- 1 d t f

erit

r dy _ (aeet ->-(3e- et
) (W-cQdt)-*.^'*- fl

e
- et)rcV?t-?0>

3* ~ HEI
’

‘ d *

fiue

_ «e* (9P+rP^-9Q-fQar)H-p<>- cf('3P-rPat*+-^Q-cQ^)

a.v — 37
—

3i
At vero eft

dp
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JP • .1— 1 , / (

i

i—t ) ! i 1—

4

)
f»—3 » ( «—I ) (»—4 ) t

»

—

» )

(

»*—* <

)

/'—5 etc.“ * a. 4 C 1 a. 4 . 6 . 8 . c*

ili+j ) J—i , i(n—1 >( n—4 )('•+*) 1
»—3 _i_ Hn—1 1 ( "—«H/f—>)( ii-

—

!«)(»+$) *i—S _j_
1

—

* 2 . 4. 6 c‘ a. „. 4 . g. 10 c*

fP - C t •+• «t"-1 >{»+*) I'-» -f.
i(»<-?)(»»-4 ) (i i-?K>4-4) ji-4 etc .

a, 4 c t. 4.4.1 c 1

S£,_ Hii—t) ,i— a 1(1 i- 1 )(//— 4) (»«— •>

)
ji— 4 etc.

dt ac a. 4. «c»

vnde colligitur

JP—cQJ t — /( i— 1 ) ,i—1_7( 7:—i_Xji—4 X '

—

3 ) >7

—

3_7( 77—1 X 7'—

4

x II—1 x 1« X i—

S

etc.
Tl a * a. 4. 4 c“ *. 4 ' 4 . S. 10 c*

cPdt—XL- rli _a_ )( «—>) ji— * i(ii— 1 ) (ii— 4 )
(ii— 9 )(i— 4)

f
i—

4

etc.

di 2. 4 c 1. 4. t. g e»

Ponamus ad abbreuiandum

p _.i ilii— 1 ! ( i 4- a

)

.i— a . ilii— 1 )
[ii— 4) (ii— 9 )(i-t- 4 ) ji—

4

C£C .

* a. 4 CC 2.4. 6. S c*

ffi-4-il .7—1 . i < 77—

1

1 ( ii—

i

H i 4-3

1

»i—

3

. i (ii—iH ii— » ) (n—4 ) f»—16
[ ( ;+S ) fi—

t

~TT a. 4. 6 c» a. 4.6. g. 10 c*

D _ ,i , ilii— 1 Hi— a) ,i— a . i(ii— 1 )>ii— 4l(ii— 9 l(i— 4 »

t
t— 4 pfr.^ * a. 4 c c 2. 4 - 4 - s c*

i(i—1 J ,i— 1 ,
i f ii—1 )lii—t)t i—3 1 »7—3 .

i I ii—1 H ii—

4

K »—

a

) ( ii—

1

4 ) (

i

—

i

)
/i—S ^(T

.

-"n-4 2 . 4 - 4 C» 2.4. 4.1. 10 C>

vt fit

dj __ (<* f' + P
*” et

) (~fS) + (a — (3 e~
cf)jV R)

Quare cum fit « = erit noftrae aequationis integrale com-

pletum
J 4 -m¥ — «K «% 4* r /> CI\ r

,
fiue

1
c •*

1 Xc •*

(aeet -\3e- cl)R-(aetl

(afcl -4- f3*-
et
) P - («<**.- (3e~

el
) Q

a^fR-S)-^-** (R -f-S)
,i(+i u

aect (P— Q) -f- p e”
cr(P-t-Q)

quod ob rationem conflantium a : (3 arbitrariam, eft completum.

y 3 Corol-
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« 74- CAPVT VII.

Corollarium i.

957. Quaternae formulae P, Q, R, S, quae lingulae

cafibus, quibus i eft numerus integer, abrumpuntur, ita a fe

inuicem pendent, vt fit primo

tum vero

3 P -4- d R_ et 9 QH-aS = ilii-f
.‘

Corollarium 2.

95 8* Pofito ergo vel a~ o vel (3rz:o,

particularia algebraica aequationis

— 4 >

3 u-\- u ud x— c c d x ro
exhiberi poliunt, quae funt

21

**-*-* u :

R— S gtf. x i “+* 1 f/ S— R
p—̂ CC C V K

ideoque hac vna formula comprehendi poliunt

ix*^ 1 u= -s±*.

integralia

Scholion 1.

959. Pro variis ergo valoribus numeri i tam quanti-

tas t quam litterae P, Q, R, S fequenti modo fe habebunt:
Primo fcilicet fi /~o, erit t~x , .atque P~ i, .Qmo,
R — 1 et S o •, reliquos cafus in fequenti tabella reprae-

fentemus

•= 1 , t = 3 x*

?=zt, Q_z=l
R — t, S ~ o

i

t
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CAPVT VII, *759 *

P = + Q=
R= /«, S rz § t.

XI-

3 > '=
P J [_ »• 3r

/J ^ cct»

S=Z-L

3

et*

i _
<T

6

cT»

3 . i

c c 1*

- 3 ’ *'
c» i*

4» *— 7

P:

Q
R

S:

I

! "

' cr*

, i

’ t*
"

IO

cli

i

*r

3. i

C c t*

- »• 5

C I tr

3- 3. S i 3- 3- r

c c t* ' cM»

- 3 - *• 7

c j »7

* = 3 >
t Z=Z *j X*

P — t
3 -+- !i» *

C C

Q— L 1

1

hJ.

R — J
3 -b U £

C c

S = ±tt
c

i= 4» tzzzQX*

p — <4 _1_ 3. 3-J |» _! 3-5^7
1

c c e*

R = *« -+- 3
-^

*•

s = 1 1
3 -+- y f

c C*

;— _c t
-~9 I

i
~~~

5 ,
i — 1

1

JC
111

V- M

i

P I I 3. 3. i
|

3- 5. 7 P 7* _i_ 3-ST » 3 _L_ 3-5. 7-9
f

* J*
1

c ct’ 1 c*t»
“ ' 1 (t 1

c»

o — “ 4-J' *•> O « t* _i_ 4. 3- 5. 7 (1 , 3. S. 7- 9

V. .cF^ TTp- ^ C ^ C* , ' C5

R I 13 5-7 1 3 S.7-9 R — t
s -4- IXi f

1 -i- 3 - 5R — (S 1
e c 1^ ' c«l» e.c c*

C 15 i 4- 3- 5- 7 _i _ 3- 5. 7. 9 S
IO

t* -4- L-L-l l

•

**
cf«

1
c»J*

1
c* t

10 *
.c

* "t" •
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x 7* CAPVT VII.

i“— 6 , X
— — XX

I

Pri
1
«

O~ — H-v.
~

R ,7

S = £+

t- s- 7

c e I'
1

4- 3- 5- 7

C J t»

» 3 - »• 7 _
ce I*

4- s- 7. 9

C* t»

3. 5. 7. »

C4 i“>

3. J. 7. 9

C*i“
5. 3- !• 7. 9

c» (IO

3. S. ?. 9. I

C* t“

3. J. 7. ». rt

e° t‘*

i~ 6
, t -r 13 x15

P— f
6 _J_ »• 3 * 3 - 7

J
4 1 s • 3 - S- 7 - 9

J*
1 3 - 5. 7 . 9. II

*
1

c c
1

c4
1

c®— Hj s 4- « *• '•» ;3 -J_ 3- S- 7.9. »
f

c
1

c»
1 e4

R — »‘ + 3-^- X4 -f- l±.L» X
9

te ' c4

S := H X
s
-f-

4.--?:J.-L X
3
-f- X.

Scholion 2.

960 . Dum hac formulae diligendus confiderantur

,

noua fe prodit relatio inter valores litterarum P, Q, R, S,
quae in hoc confidit, vt perpetuo fit PR — QS~x“‘, cu-
ius veritas primo quidem per induflioncm deprehenditur, tum
vero etiam per relationes fupra datas demonftrari poteft. Si

enim valores

R — P — et S rr Q— il.

in aequationibus

3 P H- 3 R — iiAii et 3 Q -f- 3 S= ‘-ili*

fubdituantur y oriuntur hae duae aequationes

2 3 P — tA2.— 9,p ?i— “-ilft. et
eat t et

* 1 g-3 f tijP
- eat 't' et*

qua-
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CAPVT m x 77

quarum illa per P, haec vero per — Q multiplicata iundim
dant

aPdP— aQaQ-f- zz ilii (P P— Q Q)
-K-i(Q 9P— p d

C

Q)-
‘

Ponatur

P P— QQ— M et erit

9M+ 3N = '1*1 (M -+- N) , feu »»f
* v 7 ’ m -t- n r~ *

hincque integrando M+N~C /*'. At eft

M + N = P(P-J&)_Q(Q_^)= PR _Q Si

euidens autem eft pro conftante C vnitatem accipi debere.

Problema 121.

9 <Ji. Denotante i numerum integrum fiue pofitiuum
ftue negatiuum quemcunque

, inuenire integrale completum
huius aequationis

. . ^
ou-±-uudx-\-bbx li -*- l dx=zo.

Solutio.
Pofito u— haec aequatio transformatur in iftam

— *L
dd y -h b b x* i ~t~ ijr d x* ~ o,

fumto elemento dx conftante, cuius integrale fupra eft afli-

I

gnatum. Scilicet pofito ; z: ( 2 /+ i) inuenimus
( 953 , 95 +)

y~ c - etc.) Gn.(bt-*-%)

c + etc.) cof. (i »+ 0 ,

.

cuius loco breuitatis gratia fcribamus
PW. i/. Z
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* 7 ® CAPVT VII

y
— C P fin. (b * -h 0 C Q cot (j> t -+ <).

Hinc ob
— 1 1 * *

3 f— dx feu dx — x*i-t-‘dt
9

erit

dy _ C(3P-*QaQfin.f*£-<-g)-+-C(3Q-4-*P30cof.(*M-£)

Xi j -t- i 3 f

K

dx

xnde cum fit u — erit
y & x

(3P— &Q3£)fin.(*t-4-0-K3Q-t-3P3f)cof.(*f-4-Q

x*< -+-
«

3

;[Pfin. (££-+-£) -»-Qcof. (££•+•£) ]

Ponamus

P +,»=R ct <i-^-= S,

vt fit

4 f R cof. (i f <0 — S fin. (£ t f)
P fi n. (6 t +%)+ QcoC (3 t + £)’

cnt

p ,1 i(ii— i M i 4-»)
/
*— 1 l»— 1 >< >»— 4 )(»'» — »U.i+ 4) j » — 4 e tc>* ’ t. 4 6 6 *. 4. «. 8. IO 64

Q^-lfi-t-i) /i— I
ifi:— i K i>—4Xi-f-3)ii— 3 .

ii—i i 4 < »—9 Xii— » 6 X i+i )[i—i— gfg,— 1.4.66» «.4.6.8.106*

R _.i ilii— i II »— «),i— « j. »1 »»— » 'i ii—

4

)(i i— »)(»— 4) t«~ 4

—

efe.
«.4.66 ». 4. 8 6*

C — i( i— i )
— i »!n—1 1 ii—4X»-3' i1-3 . i( ii-i X »'-4 X '»—> K »-i« t 1 *— etC.

2. 4. 6 6’ 1.4. 6.8. I»6*

atque ob angulum £ introduftum hoc integrale erit completum.

Corollarium, i.

961. Quaternarum ergo litterarum P, Q, R, S ralo*>

res ita a fe inuicem pendent, vt fit primo

R= P-t-^ et S^Q-ii,
tum
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CAPVT vn. *79

tam vero etiam patet fore

d P -+- 3 R = et d Q-h 3 S =
Corollarium 2.

963. Deinde etiam colligitur fore PR+ QS^i"
xjtwe aequalitas ex praecedentis problematis formulis deduci-

tur , fumto =— bb
,

vbi Q et S abeunt iu Q. V— 1 et

S /— i.

Corollarium 3.

954. Hic cafus a praecedente etiam hoc differt, quod
hic nulla dentur integralia particularia algebraica. Quicunque
enim valor angulo conflanti % tribuatur, integrale femper finum

et cofinum cuiusdam anguli inuoluit.

Scholion 1.
*

965. Cum igitur aequationis

4 »

du-{-uudx~+-bbx 1 ‘-*- l dx —

o

T

integrale completum, pofito t— (2 i -f- 1) ac*' +•«, fit

_ R cof. ( b 1 -4- £) — S fin. (b t + £)
l X* * + l U -

P fiu. (b t -+- <; -1- Qcof. (£ t -f- £)

pro fingulis valoribus numeri i quantitas t cum litteris P, Q,
R, S ita fe habebit. Primo fi i— o, erit P— 1, Q ” o ,

R—

1

et S= o, item t~ jr, ita vt integrale fit & u—
jn\bl+$] *

reliquos cafus fequens tabella exhibet:

P = ?; Q = ®

ti S = m

i — 1 ; t= 3 x5

P = 'i Q= l

R=zti S — o

Z a
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irr— 6} t — — ii

p — I 3. s. 1r — 7* FF71

Q= II

517

j. $. r. »

&!«<*

4. 3. i. 7 i 3. J. r. *

ii t»

R — i *. 3- j. r^
t« 6 6 t*

C M_3
btr

4 • I- 7- 9

5*T»

6’ «'»

3- 3. 7. f __

b*l‘a

3- 5. 7. 9. It

F^T**

3. J. 7. t. II

6* (»*
"

i
— 6 i t— 13 x13

P |« '• 3- 5. 7 j4 ! I. j r. )
f f 3. I. I. ». II

6» "S*~

0.= %** + 3-^T^ f

S = £ /*— tJhil I* -f-
3 . S. 7. »

f.
t.

•

Scholion 2.

Forma integratis inuenta modum fuppeditat, ae-

quationem propofitam
— 4/

du-\-uudx-\-Ax*i-fidxzz:o

in fpeciem fimpliciorem transformandi. Primo enim ponatur
t i —

x*»-+-« «= *?, feu u= v ,

ac prodibit
— 1 f -4 1 — ! -* 4

jr» T+i 5 v —• x •»-** v5x--f-Ar*'-Kie;<u3jf
*i+x

— 4 >

-f- A jr* » •+- » 3 x = o ,
feu

— 1 » — at

3 v— *+" x%i + l v ® 9 x H- A 3 x= o.

2 3 Poni-
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Ponatur porro x rr: ( a * 4- x ) ar» • ,

— a i

3 /= xn+~i dx, et ii rr i7^-i

erit

a x
ir *

vnde fit

d v— IL^Ii -+-vvdt-\-Adt~o.

Sit infuper v rr ~ -+- z , vt prodeat

i ) t . a , sii Jt aizfrt . i i j t . 4 i x 3

1

TT w * J

1 1 t TT t
-4-S2BM-A3x.ro

feu

B z -1- z z B x— *—1VJ if+A9'r o,
It

quae ergo quoties i eft numerus integer, eft integrabilis. Si-

mili modo haec aequatio

B«-h«wBjr-hAjr*Bjr=ro
generalius ita transformari poteft: pofito ti— x^v et v —
Z— JXjc

- x— obtinetur

dz-*-xxzz dx-h\\(\-+- 2)af”“
x—# Bx-i-A xn~ xdx~ o,

quae porro polito xx 3jrr3 X, fen jr
x '+' 1 r (X-+- i) x, abit in

n — s X «— s X

Bz-t-zzBx-HM^-tilil-i-ACX-i- 1 )
*-+-i f*+i 3 x rr o,

quae aequatio eft integrabilis, quoties n rr rnl, vnde nume-

rum X pro lubitu afiu mendo, innumerabiles formae exhiberi

polfunt. Si capiatur X — — r, fit x rr l x et

Bz-hzzBx— } B x 4- A e
(n ~ht ’ ‘ B x rr o.

CA-
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CAPVT vra.
DE

ALIARVM AEQVATIONVM D1FFERENTIO - DIFF1-
RENTIALIVM RESOLVTIONE PER SERIES

INFINITAS.

Problema 122.

967*

Formam generalem aequationum differendo - differentialium ,

quas commode per feries refoluere licet, exhibere, earumque
integralia inueltigarc.

Solutio.

Primo alias aequationes commode per feries refoluere

non licet , nili in quibus altera variabilis y cum fuis differen-

tialibus dy et ddy nusquam plus vna dimenfione obtinet;

quoniam pro y feriem infinitam fubftituendo in calculos nimis

moleftos incideremus , fi vsquam plures dimenfiones ingrede-

rentur. Huiusmodi ergo aequationes in hac forma

continentur. Tum vero vt feriei pro y affumtae quilibet ter-

minus per folum praecedentem determinetur, qui eft cafus re-

folutionis maxime notabilis
,

duplicis tantum generis terminos

ratione alterius variabilis x ineffe oportet, fiquidem ad dimen-

fiones, quas ipfa x cum fuo differentiali dx conftituit, refpi-

ciamus. Vnde primo quidem, reiefto termino X d x\ aequatio-

nes hoc modo refolubiles in hac forma continentur

. . XX
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184- CAPVT VIII.

(a+bx*) ddy+x (c-+-ex*)dxdy-*- (J+gx^ydx* zz o.

Pro cuius refolutione fingamus

y — A xx B jr
x+n H- C x*+tn -4- D Ar

x+I * -+- etc.

et fatfa fubftitutione, fequens ferierum fumma ad nihilum re-

digi debet

A(X- 1 )Aax
x-4-(X-4-n)(>.-+-n-i)BJjr

X4"n
-f-(X-f- 2»)(X-4-2»-

1 ) ctc.

-4-X(X—r)Ab -»-(X-i-n)(X-4-n— 1 )Bb

-4-XAc -+-(X-*-n)Bc -4-(X-4-2«)C<?

-+-XAe -+-(X-4-n)Bff

-4-Af -+-Bf -*-C/

-t-Ag -4-Bg.

Hic ergo primo exponens X ita accipi debet, vt fit

X (X— i)a + Xf+/-o,
tum vero pro reliquis fieri oportet

[(A-+- »)(X-4- a—i)a

-

4- (X-4-w) <•-+-/] B = — [X(X—i)^-4-Xr-+-g] A,

[(A-4- 2»)(X-+-2«— i)fl-+-(X-+-2«)r-+-/] C =
— [(X -h n) (X -+• » — 1) b -+- (X -t- ri) e -+- g] B,

[(X 4- 3 n) (X -4-3n— 1 ) a 4- (X -+-3 n) c --/] D =z
— [(X-t-2n) (X-H2«—1) b-4- (X-f-2«) e-+-g) C,

etc.

Cum igitur fit

A(X — i)fl+ Xf+/=:o, '

fi ponamus breuitatis caufa

X (X — 1) b -f- X e *+• g — b ,

etit

. [ «( #4- 2 X-i)« 4- ti c]V>—— b A.

[iB(a» 4- 2 X-i)fl4-aflr]Cr:-[ n( n-+-2'k—i)b-*-ne-hb]B

[3«(3»-4-2X— i) fl-4-3«f]D=:— [2«(2»4-2X— l)£-4-2«f-f-&]C,

etc. Quia
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CAPVT VIIL iM
Quia ergo nifi a~ o, pro X gemini inueniuntur valorcs, fci-
licet

X * c±^ f (g — C)» 4 g/l
aa *

binae feries pro j' inueniuntur, quae Ytcunque combinatae in-
tegrale completum aequationis propoiitae praebent.

Aliter.

Propofita aequatione hac

. xx (a-i-bx^ddy+ x (c+ex')dxdy+ +gX
n)yd x'— o,

feries quoque ordine retrogrado fingi poteft

y
— A xx -+- B xx~ n C xx~ ,n

-+- D jr
x— 3 * c tc.

vnde oritur ad nihilum reducendum

-+-X(X- i )A^ar
x+n-*-(X-w)(X-n-i)B^JTX-h(X-2») (X-2«-i)C£jtX~*

•r -*-X(X-i)Aa *+- (X-w)(X—»—i)Bn

-t-XAr -t-(X-»)Bc -+-(X-2ff)Cc

v
• -+-XAc -+ (X—n') Btf

•*-Ag -t-Bg + C g
+A/ +B/

Hic ergo exponentem X ita accipi oportet, vt fiat

Tum vero fi ponamus

X (X— i ) o —J— X c —f-f b
,

determinatio coefficientium ita fe habebit

«[( »-aX+i)i-f]B=-iA,
»X-+.r)K*-f]C=—

[ »(»— 2 X-f-i)a-»c+£]B,

3 n [(3»— 2h-hi)b— e]D"—[2«(2«— aX-t-i)a—

etc. •
.

Vtl. II. A a Corol*
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Corollarium i.

p6&. Ex priore folutione, fi i denotet numerum in-

tegrum pofitiuum, feries aifumta alicubi abrumpetur, fi fuerit

i n (i n -+- a X— i) b -+- i n e -+- b =. o, vel

(X -f- i n) (X -+- i n— i)i + (X+iB)t+g=o,
hoc eft

X X J -*-X(a in— i) b -hin (i n— i) b)
q

+ Xt -*• i ne-t- g J

Corollarium 2.

969. Aequatio ergo nofira integrationem admittit, fi

litterae / et g ita fuerint comparatae, vt fit

f z=z— X (X— 1) a— X c et

g=— (X -+- i ») (X •+• i n — 1) b— (X+ i «) f.

Vel fumtis duobus numeris jx et v, vt fit y— ja diuifibile

per exponentem n, fi fuerit

/= — /x(jx— i)fl — fjLf et 1) b — v e.

Corollarium 3.

970. Cum hinc fit

u nz:
a— c±v^r(a— ci* — » "H

cf v — fc— fjrVfit — »>* — 4>g)
s a

'
• »4 *

*equatio habebit integrale algebraicum, fi fuerit v— —
denotante i numerum integrum pofitiuum: hoc eft fi fit

i n — J * . [(» — 4)* — «fegl ~r V n« — c)» — 40/1
• o JTF— TJ <

Corollarium 4.
97 1 - Pro ferie autem inueaienda fi eueniat, vt ex-

ponens X fiat imaginarius, notari conuenit efle

'fV-i.ix =X*(C0{ip/x-v-V^-i.fin.p/x),

vnde
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C A P V T VlII. 187

mde binae feries ita combinari poterunt, vt integrale confe-

quatur formam reaiem. - • . i

Scholion.

972. Vtraque folutio generarim fpeiftata duplicem Ce-

nem pro variabili y fuppeditat, pro gemino exponentis X va-

lore, quarum combinatio integrale completum exhibet. So-
lutio fcilicet prior pro exponente X hos duos praebet valoret

X— a— c±V[|a— e)« — 4 a/]
ia *

folutio vero pofterior

X & — e+ Vhb — f)» — +

aO *

ita vt hoc modo integrale completum duplici modo exprimi

poflit; quae binae formae etiamfi maxime diuerfae, atque'

adeo interdum altera per exponentes imaginarios progrediatur,

dum altera habet reales, tamen fibi aequipollentes effe debent.

Quin etiam euenire poteft, vt altera folutio vel etiam vtraque

ad integrale completum exhibendum fit inepta, dum vnicam

feriem fuppeditet. Incommodum hoc pro vtraque folutione

duplici modo accidere poteft; pro priori nempe folutione, vbi

exponentem X ex hac aequatione

X (X— 1 ) o —(— X c —
J— f— o ,

definiri oportet, vnicus inde pro X eruitur valor, fi fuerit vel

a~ o, vel 4 o/rz: (a — c)*, priori cafu tantum fit X~ — i,

altero ipfius X valore quafi in infinitum abeunte. Pofteriori

cafu vero ambo ipfius X valores fiunt inter fe aequales, fcilin

cet X— tnJ. Idem incommodum in altera folutione locum
9 a

habet, fi fuerit vel b~ o, vel 4 b g — (b — e)*: vnde patet

fieri pofle, vt altera folutio huiusmodi incommodo laboret,

dum altera eo careat, quin etiam vt vtraque eodem inquine-

tur. Quocirca oftendi conueniet, quemadmodum etiam h»
A a 2 cali-

/*
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cafibus integrale completum inueftigari debeat} quorfum etiattf

cafum referamus, quo ambo ipfius X valores fiunt Imaginarii j

quandoquidem ad imaginariam fpeciem tollendam fingulari ar-

tificio eft opus. Denique vero etiam binae feries pro y ex-

hibendae difficultate premuntur, quoties bini valores ipfius X

differentiam habent per exponentem n diuifibilem, quorum

eafuum euolutio etiam explicari meretur.

Problema 123.

973. Propofita aequatione differendo - differentiati

'

x x (a -4- b jc") 3 dy -+-x (c -4- e jr*) dx dy -+ (/-+- gx
n
)y d x*— o,

fi eueniat, vt binae feries afeendentes pro y affumtae vei in

vnam coalefcant, yel altera fiat impoffibilis, integrale comple-

tum per feries exprimere.

Solutio.

Affumta ferie

y — A jc
x

-+- B -+- Cx ~hl * Dx-f-,m
-t- etc.

fi eueniat vt bini valores ipfius X ex aequatione

X (X— i) a -f- X c f
— o

vel fiant aequales, vel differentiam per n diuifibilem obtine-

ant, valor ipfius y praeter poteftates ipfius x etiam logarith-

mum ipfius x inuoluet. Quare pro aequationis refolutione

ftatim ponamus y — u-\-vlkx, vt fit y— u v l x a v y

denotante a. quantitatem conflantem quamcunque. Hinc erit

dy= d u -f- -f- d v l k x,

ddyz=ddu-+- il5UL~ l^yl-i-ddvnx,* X XX 7

quibus valoribus fubftitutis, aequatio noflra hanc induet for-

mam
xx
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xx(a+bx*')ddux-ix(a-hbx%)dxdv— (ax-b x*)vdx* \

-+- x (c-+-e

x

n
) dxdu + (c-t-ex11

) vdx* ( .

-+- (f-*-gx
n
) udx* T

-0 ’

-t-[arjf (a-t-bx*) ddv-*~x (c-*-ex
n
) dxdv-+-(J-+-gxn)vdxt]lkx)

vbi partem poftremam logarithmo affe&am feorfim nihilo ae-

quari oportet. Quare pofito

«3zAarx -*-Bjrx
'+' n -t-C xt~*~*

K D jr
x 3 * •+- etc.

exponenti X ex aequatione

X (X —* i) o —f- X c —(— f— o

,

*

is yalor tribuatur, qui nulli incommodo eft obnoxias; critque

pro reliquis coefficientibus

,

ponendo X(X— i)i+ Xf

+

Vt fequitur

[( n+ 2X-t)a+r]B+ & A= o,'

s[(2n+2X— i)a+r]C-f- [( « -+- 2 X— i ) £ -+- f] B -f- £ B ~ o ,

.

3[(3»-+- 2 X— i)a+t]D+ 2[(j«+2X— i)£-+-e] C-t-bC — o

,

4^(4.»-»- 2X— 1) £-+-<•] E -»-3 [(3«-f-2X— i)b-t- e]D-*-hD — o,

etc.

His coefficientibus ita definitis, quorum primus A arbitrio no-

flro relinquitur, ponamus

u — A-f-2fjrx t-23 xx + n -+- (£ xx + tn
-+- S5 jr

x+3 ’1 -4- etc.

qui valor fi in priori aequatione cum ferie pro v inuenta fub-

ilituatur, fequentes feries ad nihilum reduci oportet

A a 3 Jf x
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xx(a+bxn) "£-t-X(X-x )2fajr
x-+-(X-t-»)(X+n— i

)55axx

-4-X(X— l)2tf

-t-XSte -4-(X-HB)5Sf

H-(/-4-gX")A -+-X21*

-4-«/ •+»/

-+«g

-+-2XAa -*-2(X-t-«)Ba

. -<-2XA£ .

+B(t—fl)

+A(t—fl) -+-A(f—£)

*-k(X-«- 2») (x-f- 2«— I 'j£ax
x+n

-Ktt

-+-(X-*-n)(Xh-b— i

-4-(X-4-2»)<£c

-*-(X-+-«)S5«

-t-®£

-t-a(X-+- 2»)Ctf

h-2(X-h»)BA

+C(f—<*)

Cum autem fit

X (x — i) o -+• X f -+-/— o et X(X— i)i + X# + g — »&,

expreffio haec transmutabitur in hanc formam

x * (o b xn
) §-j£

-4- x <V-h e xn) ||
-4- (/-4- g •*"*) A

[(aX-i)fl-f-f]Ajr
x-t-[(2n-+-2X-i)fl-t-<-]Bj»r

x^,+[(4«^2X-i>^f]Cjfx+ *,l
-t-ctc.

-t-[(2X—i)&+*]A -i-[(2»-f-2X—i)A-t-e]B

-t-»[(»-*-aX—i)a-Hf]33 -H2»[(2«-+-2X— i)fl-t-c]£

-+-»[ /'»-4-aX—i )b-t-e] 93

vbi A denotat quosdam terminos feriei

2txx H-?Bxx -+- ,

*-f- etc.

praemittendos, ita vt ordine retrogrado fit

Ar:«^"'*'+6Jfx“ , ’l+ tJt
x-,n + - • . -t- f x

x

Quod principium quomodo quouis cafu fit conftituendum, fe-

quentia funt obferuanda.

I. Prin-
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I. Principium hoc locum habere nequit, nifi fuerit

(X— i n) (X— i n— i) a (X— in)c-+-f z= o,

cum igitur lit

X (X— i)a+ Xf+/=o,
inde erit

X iz f n —H — c— y\[g — c«— «/]
a a *

hinc vero
•V __ a — e -+- Y[

(

a — et* — 4«/]
" u *

quandoquidem hi duo valores conuenire nequeunt, nili ibi

fignum radicale negatiue, hic vero pofitiue accipiatur» Ae-

quatis autem his vaioribus fit

inz=zl/[(a— r)*— + «/] » fcu

i in n a a— {a — c)'— + af ,
hineque

f=‘±=f.-\iinna,
nde fit

Quare fi aequatio propofita ita fuerit comparata, vt fit

in a= /[(fl— 0*— + a f] t

tum fumto

x— l in

ac pro v fumta ferie

vz:Arx+B^+,,+ etc.

alteram feriem u ita conditui conuenit

« — -f-oxx—
-4-Ctxx

‘f"* n -+- etc.

Hic eft cafus, quo bini valores ipfius X ex aequatione

X
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X (X— i)fl+ Xf H~/=o,
differendam habent pet n diuifibilem, vbi nOtandufn, feriem v

a maiore valore ipfius X, feriem vero u a minore inchoari

debere.

II. Principium A omitti nequit
,

nili fuerit

(2 X

—

1 ) a -h f = o

quo cafu fit X — : atque hic eft cafus
,

quo aequationis

• X (X— 1 ) a —f- X c —f-f— o

binae radices fiunt inter fe aequales, ideoque f
-

Con«i

tinetur ergo hic cafus in praecedente , fumendo ibi i ~ oi

Quare hoc modo refoluentur calus, quibus bini valbres ip-

fius X vel funt inter fe aequales, vel differendam habent per

exponentem n diuilibilem. Sicque reperitur integrale comple-

tum per duas feries afeendentes v et u exprefium, quarum
illa v per Ix multiplicatur.

Corollarium 1.
. . . ..... I •

.
' /

974- Quando ergo in aequatione propofita coeffici-

entes a, c et / ita funt comparati, ?t aequationis

X (X —— 1 ) a —j- X c —f-f —— o

radices fint X—

f

x et X — jul— in, denotante i numerum in-

tegrum pofitiuum , integrale completum huiusmodi habebit
formam y a+ an+ e/ r.

;

Corollarium 2.

975* Hic autem binae quantitates v et u ex his ae-

quationibus'
. 1
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I. xx(a-hbxn)ddv-+-x(i’-hexn)dxdv-+-(f-hgxn)vdx,— o,

II. xx (fl -+- b jc") d d u-+- x (c -+- e xn) dx du (/-+-gx
n
) u 3ar \

-t-2x (a-hbxn) dxdv— (a-t-b jr") v d .v
2
>— o,

-*-(c-+-ex
n)vdx!l

)

ita determinari poterunt, vt ponatur

v — A +Bx ,l + "
-4- C x*

14'*’1 +D/ + 1 ' -nete.

u — m x»- in -+- 55 -4- £ xfi- in + *’l -h 55 H- etc.

Has fcilicet feries fubftituendo omnes coefficicntes cx vno de-

finire licebit.

Scholion.

976. Logarithmo ergo ipfius x in fubfidium vocato,

his cafibus, quos commemorauimus, integrale completum ae-

quationis propofitae per leries afeendentes exhiberi poteft

,

dum fine hoc artificio integrale tantum particulare inuenirur.

Quando enim aequatio X(A- i)a + \f+/r:o duas radices

habet, quarum differentia per exponentem n eft diuifibilis, puta

X “ fx et X — jul — i», priore methodo fola. feries, quae in-

cipit a poreftate jt
14

, determinari poteft i fi enim altera a po-

teftate x'x
~ in incipiens pro y aflumeretur, coefficiens cuius-

dam termini reperiretur infinitus, vnde fequentes omnes fo-

rent quoque infiniti, quod incommodum introducendo loga-

rithmus ipfius x feliciter tollitur. Hunc igitur vfum iftius

refolutionis aliquot exemplis illuftrafle iuuabit.

Exemplum i.

977. Aequationis dijferentio - differentialis

xddy-\-dxdv-hg xn~ 1

y d x* — o

integrale completum per feries afeendentes exhibere.

Hanc aequationem ad noftram formam reducendo ha-

bebimus

Vol. II. B b xx
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x x d d

y

-4- * d x dy -f- g xny d x* = o ,

vbi ergo eft a — * »
A — o, c

~
i , e — o et/— o. Hinc

X(x— i)+ X= o, feu X X~ o, ita vt bini valores ipfius

X fint aequales et — o. Quare pofito y = u -+- a v -+- v l x y

refolui oportet has aequationes

I. jc jr 3 5 v jt 5 jr 3 v -4- jc™ v 5 jr*= ° et

II. x*d3a-4-.ir5jJ‘3a-i-g*n «d** := 0

-f- 2 jr d x d v.

Statuamus ergo

v ~ A -h B x» 4- C *,n -f- D x3n -f- etc. et

u + + etc.

ac prior aequatio praebet

r (r-i) Bjr
n -+-2»(2»—i) 3w (3«—0 D*3 *-*- etc.^

-+- nB jsC -+-3«D /— oy

+Ag -+-Bg -t-Cg )

Trnde fit

B = —A
« , C = , D = =£*, E = - n

«, etc.
nn * 4?in. * 9 n. 7t

7 z 4 nn 7

Tum vero altera aequatio dat

r r 95 +4bb£ jr
sn + 9 a n JD ar

1*
-t- etc.

+ 9(g -+- S5g +- (E ;

+ i«B -+- 4 r C -4- 6 ]

Tnde colligitur

35 =:=** — s-* €= -•*— 'S. © = =«« — *-?, etc.
* * 1 4 I 11 *n 7 »nn 311

7

Hic autem tuto aflumere licet 91 — o, quoniam termini ex 9t

oriundi, continentur in membro av. Cum igitur fit

B — C — , D = nAil E — etc.

erit Tt fequitur

»=

i r r JD jr
JB •+• etc.)«

;

g (
=

rD )
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SQ
— IA/, g — --1±U. — i*jl — 1L&

.

^ n» 7 4 n* 2.1.4115 1.1.4115 7

<J\
6 A g» 1

« A g» »« * <*

a. 1. 4. 9 n7 3. 1. 4. * n7 2*3. 1.4* ?

0 _ - — at .1 g* iA{* — — 'oo A g*

1. 3. 1. 4. 9. ;6 n* 4. 1. 4 ' 9 . it n 9

100 A g« j__
« A g»

5=
1. 5. 4. 1. 4. >, 14 R* 7

5 i 8 A g»

l.J. 4.i. 1.4.9.16.1411“' 1.3.4. 1.4. ?. 16.25 R" ' i- 1. 4- *• !*• 85

ficque obtinentur fequentes valores

<tt U| «• -<Ag’ r^i — ** A g1 ff — 100 a g
4

** — ^
TTTir»

-
’ ^ —“ i.*.», n7 ’ * i.*. 27.64*»’

$ — A g* 0 _ — 3S18 ‘g' CtC.
88 ~~ 1. 1.2. . 64. 125 n" 7 1.8. I/.64. 121.216B 1 * 1

vbi numeratores 2, 6, 22, 100, 5+8, 35 2 8 j
etc. finguJi ita

per binos praecedentes definiuntur

6 — 3. 2 — 1.0, 22~5.6-~4.24 100 r= 7. 22 — 9. 6 y

548 = 9. IOO — 16. 22, 3528 — 11*5 + 8 — 25. 100 etc.

‘A* xn ( A S* V1 n 12 A g* v3 n
-

n 5 1.Ti* * I . 8. 2, n7 1.

«4- A(i— £-x*
nn

«* x*
n

1. 4 «*
- ....1!_.***-+-

1 . 4 * 9 Tt*

-4- a — ag Xn -4-
a x* n. _ 0 g s

Y
3n H

n n I.414 1.4. » n6 1«

r4n etc.

“S4
x4fl — etc.

il*

Exemplum 2.

978. Aequationis differentio - differentialis

x (1 — x x) d dy — (1 -+- x x) d x dy +* xy d x*= o,

integrale completum per feries afcendentes affignare.

Ad formam noftram redu&a eft

x x (1 —xx) 3 e)y — jr (i -T-arar) d x dy -+- x xy d x* = o,

ita vt fit n — 2, ^7~ 1 , J— — 1, <• =r — 1, f = — 1
1 /— 0

et g — i, vnde aequationis X(X— i) — X rz o radices fint

X— o et X=2, quarum differentia per n ~ 2 diuiia dat 1*

B b 2 Pofito
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Pofito ergo y — u-t-av-t-vlx^ ftatui ddbet

= + Ca-‘+ D + etc. et

k — 21 4- 23*
1 4- € *4 4- -H S ** -4- etc.

quae feries ex fequentibijs aequationibus determinari debent

I. x x (i — x x) d 3 .v — x ( i -4- x x') dxdv-i-xxvdxt ~oi

II. Jfar(i— x x) dd u — x (i -h x x) d x d u + x x u d x') _
-+- u(i - xx) d x d v — zv d x*y

Hinc pro prioris determinatione fit

~~
"

-+- etc.

z o.

a A x' + 1 2 B x4 -t- 30 Cx‘ + 56D
— 2 A — 12 B — 30 C

a A — 4 B - 6 C - 8 D
— a A — 4 B - 6 C

A -+- B -+- C
ideoque

2* ^ B —• t* 3 A, 4. ^ C — 3* 5 Bj
feu

6. 8 D = J. 7 C, etc.

B = '^A, Crr^iiA, DzriiAiiiiiiLA, ctc.»•4 »> 4-4- 6 1 »...4.6.*. I 7

Ex altera vero aequatione reperitur

aSB *1

223 -

21

4 A

— 2 A
vnde fieri oportet

+ i2£r4 + 3°S) 56 €
— 2» — 1 2 (E — 30 ID

- *.£ - 6 5D - s e
- a» - 4 £ -

23 + € -+- ©
-+- 8 B + 12 c + i(SD

“ 4 A - 8 B - 12 c
— 2 B — aC - 2 D S

o.

X-h
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5I-+- 2 A=ro, 2.4S— 1.3 93 -*- 6 B—4A=o,
4. 6©— 3 . 52 -t-ioC— 8 Brro,
6. s€— 5.7®-»-i4.D— i 2C~ o, etc.

feu cum fit

B = '-s A, C = s-‘ B, D — C , etc.
2. 4 7

4. 6 7
4. 8

7

erit % — — 2 A, tum vero

2. + e - *. 3 » -

a

= o, «=y»+

^

a;

4 - 6 © — 3 . 5 £ — hi B =r o, © = £ -+- £V B,

<S. a€- 5 . 7a>-^?c = o, e=ti»+
8.io*- 7 . 9 «-taD=o, « =

Dum «rgo capiatur 2f
— — 2 A, littera 93 pro lubitu accipi

poteft; nihilque impedit, quo minus nihilo aequalis ftatuatur,

fiquidem confians a fupra eft in d uda.

Exemplum 5.

979. Aequationis differentio - differentialis

jrr(i -*-b xx)dd y-t-x^— 5 -hexx)dxdji -h(s-hg x x)_ydx'~o

integrale completum per feries afcendentes exhibere.

Quia hic efl an, c~ — 5 et /=5, aequatio

A (A— 1 ) — 5 A 5 — o
,

feu AA — 6 A -f 5
— o, radices

habet A ~ 1 et A~ quarum differentia 4 per n rz: 2 diui-

di poteft. Pofiro ergo j — u-j-av-hvlx ftatuatur

v rr A x5 -+- Br?+ C x’ -4- D jr“ -f- E xn -+- etc.

u — 51 x -f- 93 x* -+- £ jr‘ -f- 55 x1 -4- etc. et

aequationes refoluendae erunt

I. xx(i-hbxx)ddv-+- x(—$-hexx)dxdv-h($-hgxx)vdxt roet

II. x x(x-t-bxx)ddu-i- x(—5-+-exx)dxdu-h(5-hgxx)udx !1

\

-h2x(i-*-bxx) dxdv— (i-hbxx) vdx* >ro,

+(—5-hexx)vdx
2
)

B b 3 vbi
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vbi prior ducit ad

5. 4 A x' -+- 7. 6 B x} -+• 9. 8 C x* -+

—
5 - 5 A -J.7B — 5* 9 C —

-+ 5 A -4- s B jC +*

->-5. 4. A i + 7. 6Bi -+-

-4- j Af + 7 Bi +
-4- Ag + Bg +,

it. 10 D*"
5. 11 D

SD
9. 8 C b

9 Ce
Cg

0»

pofterior vero ad

-4- 2 . 3 SB Jr*-»* 4* 5 €^‘-4- d.7©jff -4- 8 . 9 ®**

— 5 — 5* 3 SS -5*5£ -5-7® — 5-9<£

-4-5 21 -+- 5» + 5 « -+- 5 ® •*- 5 S
-4- 2. 3 23 £ -4- 4. 5 €£ + G.i&b

-4- 21 e -+- 393 *-*“ 5 -+* 7&*
-4- 2Jg •+* 93 £ +• Sg -+- ©g

-4-2.5A -4-2.7B -4-2.9C

— 6 A — 6 B — <5 C
-4- 2. 5 A b -4- 2.7 B b

— Ab — B£
-4- Ae B

c

Inde fit

1 2 B -4- A (20 b -4-5 r-4- g)=r c

32 C-4-B (42 £-4- 7* -4-g)—

c

tfo D -4- C (7 2 b -4- 9 *+• g) zr c

etc.

Hinc autem

feu

2. 6B-4- A (4. 5 b-*-$e-*-g)— o»

4. 8 C-4-B ('d.7^-4-7r-4-g)~o,

<5. ioD-4-C(?.9^-4-9f-4-g)=°»

etc.

-4»

Digitized by Google



CAPVT VIIL 19*

— 4 S3 + 9( (# 4- g) — o

,

o£+ 55 ( 2, 3 ^+ 3^4- g) *4~ 4A— 0,

2.6S5-+- € (4- 5 b -h 5*4- g) 4- 8B 4- A ( 9 ^ 4- 0 — ° >

4-8^4- © (<?. ib 4- 7*4- g) 4-1 2 C 4- B (13 £ -f- e) — o,

ctc.

Ex prioribus formulis litterae B, C, D, etc. per A determi-

nantur, ex pofteriorum vero fecunda fit & — ex

prima autem 21
~ ~-g<> tum vero £ pro lubitu aflfumi poteft,

indeque reliqui coefiicientes ©, £, S, etc. definiuntur.

Scholion.

9 80. Exemplum hoc occafionem nobis fuppeditat phae-

nomena quaedam lingularia obferuandi. Scilicet etiamfi inte-

grale completum in genere / x inuoluat, tamen id a logarith-

mo liberum prodit certis cafibus. Primo nempe fi fit g-—e,
fit 23 — o, manente 21 indefinito, tum vero ob 5Q— o capi

oportet A ~ o , B — o, C — o, eic. ideoque vzzzo. Por-

ro vero erit

2. 6© 4- + € (5 ^ 4-0 = o,

4* 8 € 4- <*© (7 ^ 4- *) — o ,

6 . 1 o 3 —H 8 £ (9 ^ 4- 1) o ,

etc.

Tbi -€ altera ell cooftans arbitraria, eritque aequationis

xx(i-*-b xx)ddj>-*-x(—5-*-#jr x) dxdjr+ (5— ex x)y d x*— o,

integrale completum

j'=z 2lx-t- if -t-(£x
i -i-®xr

-+-(!£x' x11 -+ etc.

quod adeo finite exprimitur fi e~— (21-4-5)^, pro i fa-

mendo numeros o, 1, 2, 3, 4, etc.

Secundo fi fit

a. 3 b
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2. 3 b-+- 3*-»- g = °i feu S —— 6b — 3 e,

—— i §t (3 £ -+- r) >
tum vero A ~ o

, B ~ o , C~o,
rgo v — o. Porro vero rcperitur

: _?C(7^-^0» €=—»© (9 £-*-*), S——io€ (i i £-+-*) etc.

oe
21 jc — « 21 (3 ^ -+- 0 x* -+- S xs -+- © xr -+- £ x* -+- etc.

ct <£ arbitrio noftro reliquuntur.

Tertio fi fit|

4- Si+Jf + g = o, feu £=— 20 b— $ e,

^ fit B = °> C— o, D ~ o , etc. ideoque tizzArs

,

vero
__ sf (5^-t-O» — S3 (i4^-+-20-^-4A = o, feu S&rzr-lA.,

je A — — * SI (5 b t) (7 b -+- e), porro
hine^l ^ <5 JD -+- A ( 9 £ -t- e) — o,

8 © 4- a 5D (11 b e) =z o,

prirr*

turr»

S3

4*

S. io8+*®(»3* + 0= o,

etc.

Per ^ ,rgo definiit ijtur coefficientes A, ©, 5, etc.
_ »K I ffl M mn 1 M a^qtie arbitrio noftro relinquitur, vnde integrate com-

ae <E
|l0c cafu erit

pictum A*s
1 x->-<Zx i +%x-*-%,x3

->-*-*-S)x'-i-<£x’+ etc.

rC fTio fi* finita quoties (2 i -+- 5) b e= o.

quae

aequatio?**

& *

Exemplum 4.
•S* in priori exemplo Jit e — — 7 b et g~ 1$ b.

*X(l -4

i»tgralr ‘

^pictum algebraiee exhibere.

Erit
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Erit ergo «5 m -+- 2 2J b, A == o , © = o, <£— o

,

ideoque v ~ o et u — 21 x -+- 2 21 A x3 -+- £ x5

, vnde pro 21 et £
fumendo conflantes quascunque, erit integrale completum

y
—

2( x (1 -+- 2 £ x x) -+- £ x*.

Integralia ergo particularia erunt

y~ax (i-+- 2 bx x), j'raxi ,_yraAr(i -+- £ x x)*.

Corollarium 1.

9

82.

Pofito j := e-
r ®‘,x

,
vt fit s= aequationis

huius differentialis primi gradus

x x (1 -+-£ jrx)dz+jrjir(i+ixjr)22 9ir-ir(j+ 7 ixir)s 3 jr

-4-5 (1 -4- 3 b x x) d x = o,

integrale completum eft z =
Corollarium 2.

983.

Aequatio autem differendo- differentialis integra-

bitis redditur, fi diuidatur per 22(1+^22/, eritque in-

te^rale

— C 9 x, feu 9/ — — Cdx(i-+-bx x),

quae per x5
diuifa integrale praebet

__ — C i C
X* 4X* tt’

D feu

— $Cx(i-4-2 £xx)-{-Dx5

,

vt ante.

Scholion.

984.

Deficit autem adhuc integratio completa noffrae

aequationis generalis per feries afeendentes, cafu quo <7 — 0,
idcoque Xf + f— o, vnde vnicus pro exponente X valor de-

finitur X=~^, qui tantum integrale particulare fuppeditat, at*

que hoc etiam tollitur, fi fuerit c= o. Quia autem his ca-

Vol. IL C c fibus
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fibus 'aro, coefficiens b certo adfit nece(Te eft, ex quo
integrale completum per feries defcendentes exhiberi poterit

,

cum. aequatio X (X— i)3-hXe-f-g — o duas femper conti-

neat radices, ex quibus duplex feries obtioctur. Simile au-

tem hic incommodum vfu venire poteft, quando binae radi-

ces ipfius X vel prodeunt aequales, vel differentiam habent

per exponentem n diuifibilem. Verum huic incommodo, fe-

riem per / x multiplicatam introducendo
, firnili methodo

' medela affertur, qua in hoc problemate iumus vfi, ac fu-

perfluum foret iftam euolutionem t;ic repetere. Quodfi au-

tem binae radices ipfius X tam pro feriebus afeendentibus quam
defeendentibus fiant imaginariae, o(tendendum reflat, quomo-
do integrale completum per feries infinitas exprimi oporteat.

Problema 124.

98$. Propofita aequatione differentio-differentiali

xx (a+bx11

) ddy -+-x (c-+-ex
n
) dxdy-+- (f-*-gx

n)ydx% o,

fi eueniat vt aequatio

X (X— 1 ) o —f- X c —1—f zzzz o

radices habeat imaginarias, eius integrale completum per fe-

ries afeendentes exhibere.
i

Solutio.

Ex fupra allatis (971) colligitur hoc cafu flatui debere

y=zv fin. ju. / x -f- u cof. jjl / x, vnde fit

dy= (d v — fin. [x/x-h d u) cof. /x / x, et

ddy= (ddv- (L fin. |m / x

-+-(3 9«-,- liiiiLiz - cof. jm / x,V X XX XX' * 7

qua fa&a fubftitutione, fi terminos tam fin. p. /jr quam cof/jt/x

affe&os feorfim ad nihilum redigamus, obtinebimus duas fe-

t , . 1 . : • quen-
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quentes aequationes

I. xx(a-hbx1ljddv-i-x(c-*-exn)dxdv-t-(f-4-gxn)vdxt
\

—2ixx(a-bbxn
)dxdu—[xiJi(a-hbxn ) vdx\

JtL(a+bx')udx'\ = °

—ix(e-*-ex
n)udx‘)

u. xx(a-hbxn)ddu-t-x(c-i-exH)dxdu-h(f-i-gxn)udx
M
\

-+-2u.x(a-hbxnj dxdv—u.uL(a-bbx
n)udx’(

-txCa+bx^vdxY
— 0

-h ju. (c-*-e jr
n
j v dx’)

Iam pro v et u aflumamus has feries afcendentcs

v — A xx -f- B xx+ % -+- C xx + in -+- D -f- etc.

1 u=2lxx -i-SQxx
-ha -i-<£xx

-htn -h®xx -ht *-i-etc.

iisque fubftitutis, prior aequatio abit in hanc

X(X—i)Aflr i jBaxx+ *
-4-(X-+- 2«/X-+-a»— i)Caxx+

-+-X(X— i) Ab -<-(X-+-n) (X+«- i)Bb

-*XAf -+-(X-+-»j Bf -*-(X-h2»jCc

+ XAt +-(\-hri)Be

-i-Af -f-B/ + C

f

-+-Ag -+-B g
— ajmXSI a — aju.CX-+-n)S5 a — 2jul(X-4- 2 n)(Za

—-2/j.XZib — 2jU.(X-f-»)23£

— — lx[j.Ba — p.fjiCa

jULjULAb — JUL/X B ^

-+-p.2I a

\

b -*-jx23 A
,

— jjtSSe — — M-Se ,. f

—
• , ,

Cea Hinc

Digitized by Google



40 JJ/.
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Hinc altera aequatio facile formatur permutandis litteris lirinis

et germanicis atque infupcr Agnum numeri
i*,

mutando.

Vtrinque ergo poteftas prima xx exigit has aequatio-

nes

A[X(X— i)a4-Xf4-/— /JLfJ-fl]— p.21(a Xo— o 4- c)
— o

r

5t [X(X— x)o4-Xf 4-/— fjLjjLfl]-hjji.A(2Xfl— fl-t-O— °>

vnde necefTe cft vt fit

tam 2 X a— a 4- c — o

quam X (X— i) a 4- X c 4* f—
•
pt jx a rr •: '

•; .

r

Inde fit \— l — qui valor hic fubfti totus dat

pipia — i.°/.~r.\
a

a
T-lSJL

, ideoque '

,
•

!U et -X == *L=£..
f

- •
' ’

1 *

1 % a ia

Vnde patet hanc folutionem locum hahere ti 4 a f J> (

a

>-- r)*,

quo ipfo cafu praecedens folutio fiebat imaginari*. Hre au-

tem quantitates A et arbitrio noftro relinquuntur.

*•
/. ...

Terminus vero xx
"
t
‘ n vtrinque poftulat has aequationes

B[(X-t-»)(X-4-«— 1)a-h(\-hn)e-+-f—pipia] +A [X(X—

1

)£4-Xr-t-g—pqxb]

—/a93[
2(X-*-»)a—a-+c]—pi9(( 2XA—b-t-e)—o et

S35[(X-t-»)(X-+-»—x)tf-t-(X-+^i)r-+-/—jJLfjLfl]-*-21[X(X— 1)A+ Xe-t-g—pipiA]

-+-fxB[2(X-t-»)a—fl-t-r]-f-/JLA(eXA—A-*-r)rro.

Sit breuitatis gratia

(X4-«)(X4-«

—

1 ) <74- (X4-* w) c4-/—pipiaz^w/za^a

X (X— 1 ) A 4- X e 4- £— p- pi A — P
2(X4-n)a — o4-c — — y
a Xi— ^ 4- r~ 5,

/ vt
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it—b c

ft habetmus

Ba+ Ap— p.S3y— p. 51

5

=: o ct

tSa-+-SI|3 "+-H-By-t-p.A 5 zr:o }

vnde colligitur

D — — P?) j.f
' ** ai-t-nnn

to __ A < >* —

3

7 )

‘ ^ a a -+ fi fi y y

At vero ex valoribus afiumtis eft

\x= nna, y= zna, 3-
vnde ex aflumtis A et % definiuntur B et 33, hincque porro

C, £, D, SD etc.
-

Exemplum i.

986. Sit c — a et f
—

a, vt fiat jx= x, et inuefligi

lar ktfegrah huius aequationis .

’•**'“ •'

'

jc a: (a -\-ixn) d dy+ x {a -f- e xn) dx dy -j- (a g x
n
)y d x*— o.

/>
.

• *
. _

• % %

Hic ergo erit h — o et (im, vnde pofito

y— V fin. I x -i~ u cof. I x
,

ac pro w et a fumtis feriebus

v= A+ B/+ C/ ,+ D*3t+ etc.

a — 2H- 23 *
n
-I- € xsn -h 53 Jt

3 "
-b- etc.

coefficientes A et 21 pro lubitu accipi poflunt. Ex iis primo,

ob a— nn a, @ — g — A, y zn m a et 3 — e — A, erit

A[»«i|f-l)+ ‘»«!' — M ]
+ * [**» a (*-- fc>-»an a(g — fe) ] jTgjj

^ l«ia+ 4 »l i a

g — A fu (g — &) -+- g (g — 6)1-+-% [n(f — — 6)1 g£°
n a (fi n 4)

5» -«l»(A-H4-s(>-Ml-A[n(f-H-Mt-M ] ,
'0 n am »-(-4)

,
J

Pro fequentibus coefficientibus habebimus

. Cc 3 C
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C [2 »(2»— i)a-±-*na-\-a— fl]4-B[»(«— i)b-{-ne-\-g—b]

— (E (4 «a— a 4- a)— 23(2«£— — °» feu

4»»Cfl+ B[ (b n— n — + + — 4 n <E a

— 23 [ (2 w — 1 ) b -j- e] =± o, et •

4 B»<Ea 4- 23 [(»«— »— i)A+ Bf+ g]+ 4»Ctf
4-B[(2« — 1) £ 4- e] — o,

quarum illa per n multiplicata huic addatur, vt prodeat

4» (««4- i)Ca4-B[(»J— nn-\-n— 1 )b-{-(rin-\- 0*4-wgJ
4-23[— («fl4-i)£ 4-g] =0, hiuc

f* — B f(n — »)(nn-H)6-l-tn7i4i)f -»• ngl -*• C f (nn -t-

1

)&— gl

4UH11+ 1I .

€ — — Crin — tl(im-4-06-i(nn-n1<, 4-ngl— B [(nn-4- 1)6 — gl
4 iva(itn+ i )

*

Porro erit

y»«Da + C[(4«» - 2« — i)b-4- 2 tte-+-g] — 6 n<£a
— £ [ (4 n — 1) b -+ e] — o

p«« J)a + £[(4»» — 2 n — i)i+j)if + g] + 6»Dfl
-t- C [ (4 » — 1) 6 ;= ot

quarum illa per 3 n
, haec vero per 2 multiplicata iundim

dant

3 n (9 n fl-1-4) D a-+-

C

[(12 n3—

6

nn 4-5 n—2) b-h

2

(3 « »-+-
1 ) e-+-3 » g]

-+ £[(—4»»—n— 2)b-*-tie-*-2g\ ~ o;

vndc fequitur

D — nn-4-n- ?.)&-H( 3 nn-t-ilf-t- 3 Tigl-»-g [U nn-t-n -»-«)&— n c—*gl
j rt( 4 n n 4-4)0

JD=*~Cf(i»n»— 6 nn-4-*n — ai6-t-a (nn-*-ilf+3iij] — C[(4nn-+-n-4*t) 6—u t—*lf 1

. . Jl[/IU-t-4)l *

In genere autem ex coefficientibus quibuscunque M et SJ1 fc-

quentes N et ^ definiuntur per has formulas

.. - i n
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in(iinn-+-+)Na

i )V—/(/— 1 >«-+-(3/—4)«— 2]A-h/(/- i )»»*-+-ze+ing]

—3)?[[ 2(/'— 1 )nn-h(i—2)n-h2\b—(i—%)ne—2g]—

o

•»(*i»»-+-4)SR«

[[/(/— 1)V—i(/— 1 )n»-+-(3i‘—4)»— 2]£-t-/(i- 1 )««£-+-2£-i-f>:g]

-+-M[[2(i— 2)«-+-2]A—(<—2)«f—2^J~

o

;
' Corollarium i.

987. Si quantitates c, g ita fint comparatae, Vt bi-

nae litterae fibi refpondentes N et 9? euanefeant
, fequentes

omnes euanefeent, et integrale completum forma finita expri-

metur. Ita vt B et SS euanefeant, fieri debet

2 (g— b)—n(e— b) et n (g — b) —— 2 (e— b)
j

vnde fit g — e z=.b, et ipfa aequatio propofita fadorem habe-

bit a -+- b jr*.

Corollarium 2.

988. In genere autem integrale finite exprimetur, fi

denotante i numerum integrum quemcunque pofitiuum fit

£ = [(/'— i) n n -4- i (/'— 2) n -+- 1] b— I (/— 2) n e,

tum vero

e
—— [2 (i— i)a— i]b

,

vnde fit

Exemplum 2.

989. Sumto n — 1, fi fit e— — b et g
—

2 b
, huius

aequationis

xx(a-\-bx')<)dy-\-x(a— bx)dxdj-t-(a-\- zbx^ydx*= 0

integrale completum ajfignare.

Ex
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vbi prior ducit ad

5. 4 Axi -+- 7. 6 Br' +9.8 Car* 11. 10 Dx" -4-etc.N

-55 A — 5. 7 B -S.9C - 5 . **D /

-4- j A + s B -4- 5 C -+- 5 D \ _ o
+ 5 , 4.Ai+7*^®^ + 9 * 8^4 /

-4- yAf + ?Bf 9 Cf \

*+ Ag + B| +, C* "

pofterior vero ad

-4- 2. 3 $BxI -^ 4< 5 ext -Hd. 7 {Dx
, -4- 8 . 9 ®x* •+ etc.Y

— 5?lx— 5*325 — 5 «5<S ~5*7& — 5*9^

-4-521 -+- 5» 52: -+• 5S) -4- 5 d I

•+- 2 . 3 S5 ^ -4- 4. 5 €£ -4- (J. 7S5 A I

-+- 21 e -4- 3

S

3 <? -«- 5 -+- 7®* I

-4- 21g 5Bg -+- Cff •+ /
=0 »

-4-2. 5 A -4-2.7B -4-2.9C I

— 6 A - 6 B - 6 C 1

-4- 2. 5 A£ -4- 2. 7 B£
J

— A^ — B£ I

Ae -+- B e

Inde fit feu

12B-4- A( 2o£-4-5 e-4-g)=c 2. 6B -4- A (4. 5 b-*-$e -+-g)— o

,

32 C-4-B(42^-4-7f-4-g)r=:c 4. 8 C-*-B -t-g)“0,

tfoD-4-C(72 ^-4-9 r-4-g)~o d. ioD-4-C(p. 9 ^-4
-9 e-J-g)~o,

etc. etc »

Hinc autem
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— 4 8 -h 21 (e -f- g) = o,

o€-h»(2. 3 ^ 4-
3 ?-f-^)-+- 4A= o,

2. 6© -J- £ (4- 5 ^ -H 5 f -f- g) H- 8 B -f- A ( <>b -4- r) ~ o ,

4-8<£-h £> (<5. ~ib -+ 7

e

-4-g) -f-iaC -4- B (13 £ -+• e)
— o,

etc.

Ex prioribus formulis litterae B, C, D, etc. per A determi-

nantur, ex pofteriorum vero fecunda fit 23 —

—

f~-
4 *

, ex

prima autem 21— tum vero £ pro lubitu aflfumi poteft,

iudeque reliqui coefficientes £>, £, etc. definiuntur.

Scholion.

980. Exemplum hoc occafionem nobis fuppeditat phae-

nomena quaedam lingularia obferuandi. Scilicet etiamfi inte-

grale completum in genere I x inuoluat, tamen id a logarith-

mo liberum prodit certis cafibus. Primo nempe fi fit g-— e,

fit 33 ~ o, manente 21 indefinito, tum vero ob 23— o capi

oportet A ~ o
,
B ~ o , C zz o, etc. ideoque Por-

ro vero erit

2. 6® -f- 4£ (s b-\-e) = o,

4. 8® + <SS(7 ^+ 0 — o»
<S. 10 % -f- 8 £ (9 b -f- e) z=z o,

etc.

bi *€ altera eft conflans arbitraria, eritque aequationis

xx (1+ b xx)ddj -*-x (—$-+-exx')dxdj-+-(5— exx^ydx* ~ o,

integrale completum

y — 2fjr-H*-4-£xA -4-&^-+-€x* -+- etc.

quod adeo finite exprimitur fi e~— (21-1-5) pro * fi&-

mendo numeros o, r, 2, 3, 4, etc.

Secundo fi fit

2. 3$
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2. 3 ^+ 3 f + |= °i feu g
—— Cb — 3f,

fit % —— s St (3 b -+- e)
,
tum vero A nz o

, B ~ o
,
Cno,

etc. ergo v — o. Porro vero reperitur

£> =—l&tib-he), €=— »iD(s>^-*-*)> io€(ii^-t-O etc*

hincque

zz: 21 x — i 21 (3 b -+ e) *3
-t- £ x s -+- !t> *r +- € x’ •+ etc.

vbi 91 et € arbitrio noftro reliquuntur.

Tertio fi fitj

4- 5 b -+• 5 f -f- g
— o, feu g rr — 20 i— 5 e,-

primo fit B — o, C ~ o
, D— o, etc. ideoque v~Axs

,

tum vero

33 - — 21(5 b-*-e\ -S(n^+2f) + 4Az:o, feu 23 z= --A-,

hincque A=— i 21 (5 £ -+- e) (7 £ -+- e), porro

2. 6JD-H A( 9 £ -t- e) — o

,

4. 8£ + 2iD(ni + f) = o,

<S. 10 5 -b 2 € (13 i -+- e)
— o,

etc.

Per 21 ergo definiuntur coefficientes 33, A, it>, <J, etc.

ac S quoque arbitrio noftro relinquitur, vnde integrate com-
pletum hoc cafu erit

y— Ax s
1 x €jt s

-+- 21x -+- 23 jt
3 -+- * -+ it)*'-*- etc.

quae expreftio fit finita quoties (2 i -+- 5) b -+ e— o.

Exemplum 4.

9 8i. Si in priori exemplo Jit e~ — 7 b et g — 1$ b,

aequationis

xx(i-i-bxx)ddy-~x(5-h*jbxx')dxdy-*- 5 (x-+-2bxx)ydx'= o

in.egrale completum algebraiec exhibere.

Erit
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Erit ergo 23 — 2 21 A=zo, £) =: o, <£— o,
ideooue i':o et t/ r 21 x -+- 2 21 £ x3 -+• £ xs

, vnde pro 21 et £
fumendo conflantes quascunque, erit integrale completum

y — % x (1 -h 2 b x x) xs
.

Integralia ergo particularia erunt

j-*x(i-*-2bxx),y-a.xs
iy = a.x(i+bx x)*.

Corollarium 1.

982.

Pofito y — e
Jsix

, vt fitsz:^, aequationis

huius diflierentialis primi gradus

X x (1 -+-b x x) d z-t-x x (1 -*-b x x)zzdx-

x

(5 -*--jb x x) zd x
-b 5 (* 4-3 b x x) dx= o,

integrale completum eft z =
Corollarium 2.

983.

Aequatio autem diflferentio-diflFerentialis integra-

bilis redditur, (1 diuidatur per x x (1 -f- b x x/, eritque in-

tegrate

xjy*
x (1 -f- 6 x x)

— € 3 ar, feu dy — = C d x (1 -+- b x x),

quae per x* diuifa integrale praebet

JL — — c
** 4 JC*

feu
«JC*

y —— ,Cx(i-f-z^xx)-t-Dx*
vt ante.

Scholion.

984.

Deficit autem adhuc integratio completa noflrae

aequationis generalis per feries afeendentes, cafu quo a~ o,

ideoque o, vnde vnicus pro exponente X valor de-

finitur Xzz ~f, qui tantum integrale particulare fuppeditat, at-»

que hoc etiam tollitur, fi fuerit c
~

o. Quia autem his ca-

Vol. i/. C c fibus
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fibus <7— 0, coeffieiens b certo adfit neceffc eft, ex quo
integrale completum per feries defcendentes exhiberi poterit

,

cum. aequatio X (X— i)b-\-"Ke-\-g^zo duas femper conti-

neat radices, ex quibus duplex feries obtinetur. Simile au-

tem hic incommodum vfu venire poteft, quando binae radi-

ces ipfius X vel prodeunt aequales, vel differentiam habent

per exponentem n diuifibilem. Verum huic incommodo, fe-

riem per Ix multiplicatam introducendo, fimili methodo
medela affertur, qua in hoc problemate (umus vfi, ac fu-

perfluiim foret iftam euolutionem t;ic repetere. Quodfi au-

tem binae radices ipfius X tam pro feriebus afcendentibus quam
defcendenribus fiant imaginariae, oftendendum reftat, quomo-
do integrale completum per feries infinitas exprimi oporteat.

Problema 124.

. 985. Propofita aequatione differendo- differendali

xx (a-hbxn
) ddy-t-x (c-hexn) dxdy-t- (f +•g x

n
)y dx' — o,

fi eueniat vt aequado

X (X— 1) ct —(— X c —j—f .

o

radices habeat imaginarias, eius integrale completum per fe-

ries afcendentes exhibere.
f

*

Solutio.

Ex fupra allatis (971) colligitur hoc cafu flatui debere

y~v fin. jul / x •+• u cof. p. l x, vnde fit

dy= (dv — fin. p. / x -+- D«) cof.
f
ji / x, et

aaj==(aav--iii^-H«4^-iiii^)fin.pL/x-

4- (a a

«

C0 f. jul/*,

qua fatfla fubftitutione, fi terminos tam fin.p./x quam cof.p./x

affedlos feorfim ad nihilum redigamus, obtinebimus duas fe-

i , / 1 . _•
. quen-
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quentes aequationes

I. xx (a-*- b

x

n)ddv-+- x (c-*-e

x

n)dxdv-*-(f-*-g

x

n)vdx*

)— 2ux(o-t-bx<l )dxdu—iA.u.(o-hbxn) vdx*(

-+- jul (a-^-b xn
) u dx*t

®
—jx(c-bex*)udxj

II. xx(a-hb

x

n)ddu+x(c-+-ex*)dx du-h(J+gxn)udx* \

*-z\jLx(a-*-bx
n
)dxdv—\j.\L(a-*-bx'l

)u<)x
%
(

— [x (a+b xn)vBxY °

+-H(c-t-ex
n)vdx*}

Iam pro v et u afliimamus has feries afcendenres

v ~ A jc
x -b B x*'-*'* -+- C Jc

x '*- in -+- D xx ~*-* n -h etc.

t u=&xx -h%xx -h,l -h<Zxx
-i-* n -h®xx -*- Sn

-i-etc.

iisque fubftitutis, prior aequatio abit in hanc

X(X— i )Aax
x-b(k-*-n)(\-i-n— i )Baxx

+

n -4-(X-+- 2»/X-t-2«— i)Caxx+*"

-+-X(X— i) A b

-f-(X-4-»J&?

--XAe

-t-Af -*-Bf
-*-A g

— ZfxXSJa — afx(XH-»)8

— 2julX2I^

—y-lxA a — ja/JuBa

—[xfjiAb

-t-jxSHa -+-p.$8a

-t-p.2IA

— —
—

i

-h(X-hn) (X-h/i— i)Bb

-+-(X-H 2 »;Cf

+ (X +• n

j

B c

-C/
-*-Bg

— 2 jx (X-f- 2 n)(Ea

— 2|x(X-4-n)$$b

—[x[xCa

—jajxB^

-+-fj.(Ea

-+-p.35 b
.

—\xZc

_ ,• t ,

a Hinc
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204-* CAPVT VIII.

Hinc altera aequatio facile formatur permutandis litteris tatia»

et germanicls atque infuper fignum numeri jx mutando.

Vtrinque ergo poteftas prima xx exigit has aequatio-

nes

A[X(X— i)a-f-Xc4-/— — (jl 21(2X<7— fl -f- c)— o

2i[X(X— i)fl-f-X £•-+•/— A(aXa—
vnde neceffe eft vt fit

tam aXa— a -f- r ~ o

quam X (X — i)n-+-Xr^f-f—

<

•;

Inde fit X =: l — qui valor hic fubftitntus dat ' :

—^H~/, ftu

l* {j. a — tll~.

~ c
.

)*

, ideoque
’

'

{

'
' r

i

a =z Z±.?.
of~ 1 a - et -x

— •tus / •

1

t - :

• * a n a

Vnde patet hanc folutionem locum habere fi 4 a f £> (a •*- <•)*,

quo ipfo cafu praecedens folutio fiebat, imaginari». Hii au-
tem quantitates A et 2i arbitrio noftro relinquuntur.

Terminus vero xx
"

(
' n vtrinque poftulat has aequationes

B[(X-+-»)(X-*-«— 1 )a-h(X-hti)c-hf—ixixa] +-A[X(X— i)£4-Xr-t-g—

—/xS3[2(X-+-»)a—c-f-r]

—

[x.%(2\b-b-he)~o et

55[(X-*-»)(X-4-«— 1 -4-(X-H7)r-+-/—/rjxa] -+- 2I[X(X— r )b-t-Xr-+g—ju.y^]

-Hp.B [2(X+«)a—a-hc] A( e >Jb—b-t-e)~0.

Sit breuitatis gratia

(X-b»)(X-f-«—t)fl-4-(X-+-»)r-f-/

—

jj.[j.a=—nnaZla

X (X— 1 ) b -+- X e -f- g — |x fx Z> ~ (3

2(X-f-»)n — a c ~ 2 n a ~ y
a X£ — b e~S,

> vt
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ft habelraos

B a 4- A
fi
— (x23y

—

p.2l5= o et

?SaH-2(j3-HjxBY-f-}xA5z=o,

vnde colligitur

d — A(«p->->tn7y )-4-R gigy —

P

v) -«

i 5B
— — g(ap-+-M.I*Vfr'— u. A ['< S — PV)

aa+nnvy
At vero ex valoribus affumtis eft

k— tina, y— a»fl, 3
^ ' T| „ • toa ,

c • •

vnde ex affumtis A et 51 definiuntur B et 58, hincque porro

C, £, D, JD etc.
-

Exemplum i.

98 <y. Sit c — a et f
—

a, vt fiat jx= x, inueflige<-

tur Integrate huius aequationis
‘~

x jr (ti -4-^ ic
n
) d dj' 4- x (fl -h e 5x Sj'+ ( o-h g at

n
)J' 5x

*= o.

Hic ergo erit X r: o et jx~i, vnde pofito

y ~ e; fin. / x -f- a cof. / x ,

ac pro v et a fumtis fericbus

v= A + Bjr,+ Cr”+ Djt!,+ etc.

a z= 51 4- 58 x
n 4- € *an 4- £) x3 * 4- etc.

coefficientes A et 51 pro lubitu accipi poffunt. Ex iis primo,

ob a— nn a,
fi— g — y — i na et S — e — b

,
erit

t, — A[nna(g — b ) -I- * n a (t — fe)]-t-M fo ng|* — tU-»awa(g'— fr)1
Jgj,D

n* a a -H 4 n n d d

•p — A fit (e — & ) + «(!» — ft) 1 + g [n (f — »1 — «t g — > )1 e (-U
n a (n n + 4 )

«» -91 rn(g- 6) + a [f- 6)1- A fnl» — f>) — »(g — 6 )1 #~ aaiiu + 4 )

Pro fequentibus coefficientibus habebimus

Cc 3 C
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C[2 »(2»— i)a-f-2Ha-f-a— a]4-B[w(«— i)b-{-ne-t~g—b]— £(4 na— a-f-a)

—

25 (a nb— b -f-r)— o, feu

4«»Ca+ B[(«»— n — 1) b -f- n e -b g] — 4 nZa
— 33 [ (2 n — 1) b -b e] o, et ;

4 »»£a-f- 33 [(»«— «— i)i+ »f+ g]+ 4»Ca
-f- B [ (2 n — 1) b 4- e] = o,

quarum illa per n multiplicata huic addatur, vt prodeat

4»(o«H- i)Ca-bB[(«J— nn-\~n— i)£-b(»n-b r)f-b»g]

-bS3 [— («»-bx)£-bg] =0, hinc

f* — B f (n— I)(iin + i)i+ (mi+i)f4iit1-> gf(iiii4- 1 )!»— <1 f*~
4 n a ( n n 1

)

(£
— terta — iKun-^ilt-» (nn-Hlf-nif]- B[(«n-H)6 — g]

4 na(»n-+-i) 7 *

Porro erit

— £ [ (4 n — 1) b + e] — o
^

9 »»!Dfl + e[(4 »)!- 2 »-i)i+ 2 Bf + g] + (5 »Da
*+- C [ (4 » — 1 } b -t- e]

~ o,

quarum illa per 3 n
, haec vero per 2 multiplicata iunllim

dant

3 « (p »«-+-4)D a-+-C [(12 n3—6nm-5 «—2) b-+-

2

(3 nn+ 1 ) e-4-3 « g]

-+ ff[(—4«»—n— 2)A-«-»tf-»-2gJ — o;

vnde fequitur
,

1 *

n-— < rirnt»- 6HB-*-; w— -t- « (3 n n 4- 1 )f4- 3 n gl g r (» n n -Mi -4-«^— ««•—«f|
3 *|»n*-H 4 )a

—C f ( i« n»— 6nn4- ;w — slS 4-s( 1nn j. , )»-t- 3n g1— Cf (Ann-t-n-4-t)b—n r—

.

rl

; . ii|m+ 4|a
•

In genere autem ex coefficientibus quibuscunque M et ffil fe-
quentes N et ^ definiuntur per has formulas

in
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1)*«
5—/(1—i)««-h(3/—4)«—

—2Jl[[ 2(/— 1 )»»-!-(/—a)»-*-2\b—(i—i)ne—2g]~

o

in (*/»»•+ 4) $1 °

•+4W [[/(/— 1
)V—

i

(*~ 1 •+)»—.

1

)nne-*-u+ing]

•+M\[i(i—i)nn~t-(i—2)n-b2]b—(
s
i—2')ne—2g]~o

; Corollarium 1.

987. Si quantitates b , <*, g ita fint comparatae, vt bi-

nae litterae fibi refpondentes N et 3R euanefcant , fequentes

omnes euanefcent, et integrale completum forma finita expri-

metur. Ita vt B et 23 euanefcant, fieri debet

.
a (g— b) ~n (e— b) et n (g — b) ~— 2 (e— b);

vnde fit g — e — b, et ipfa aequatio propofita fadlorem habe-

bit a -+- b xn.

Corollarium 2.

988. In genere autem integrale finite exprimetur, fi

denotante i numerum integrum quemcunque pofitiuum fit

g — [ (i— i)»»+ i(i— 2) » -H *] b— l (i— a) n e,

tum vero

e
—— [2 (i— 1 ) «— 1] £ ,

vnde fit

g= [ (/— x)* n n -+- 1] b.

Exemplum 2.

989. Sutnto « = 1, fi Jit e=— b et g
~ 2 b

, huius

aequationis

x x (a -+- bx^ddy-hx (a— b x)dx dy (a+ 2 b x)yd x*zzo

integrale completum ajjignare.

Ex
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Ex formulis modo inuentis colligimus

n — A(g -»-»?— 3&)-+-8l»-4-l> — * g 1 3 K b — 4 > & pfD — i,

95
— 3 % b -4-4 A b .

i a *

* tum vero

C — — — t) — o et <£— a.
i a

Quocirca habebimus

v — .

K -*V.±x, et « rz 3 4- ( * x ;

bincque intcgrale completum elicitur

j—A fin./ jt-I-21 cof./x -f- [(3 A—4 5() fm. /x-4-(3 5H-4A)cof./ar]

.

Corollariam 1.

990. Sumto 2l
— o, habebitur integrale particulare

y — A ( fin . 1 'x -h s±? fin . / x 4- cof. / x)

.

Siu autem fit Ano, aliud habebitur

y= 21 (cof. / a: — fin. I x cofi / .v).

Corollarium 2.

991. Pofito y — e
js **, aequatio noftra reducitur ad

hanc

x x (<z -f- bx) ds -+-xx (a 4- b x) s s dx -+-x (a— b *) s dx

-\-(a-h 2 bx)dx— 0 )

cuius integrale habetur s = inde definiendum
,

quae ae-

quatio in plures alias formas transfundi poteft.

Scholion.

992. Simili modo integratio per feries defeendentes

inftituitur, fi exponentes fingulorum terminorum prodeant ima-

gina-
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CAPVT VIII. 209

ginarii; quod feorfim expofiiifie ne opus quidem erif. Atque
haec fufficiunt, vt pateat, quibusnam cautelis in refolutione ae-

quationum per feries infinitas fit vtendum. Summus autem

vfus illarum euolutionum in hoc confillit ,
vt aequationes difi*

’

ferentio - differentialps exhiberi queant, quarum faltem integrale

particulare algebraicum affignare liceat, quos cafus fupra §. 969.
indicauimus. Similis porro integratio per feries infinitas pari

modo extendi poteft ad huiusmodi aequationes

x x (a -f- b xn H-
f
3 Jr

ln
)
d dy -f- x (c -f- e xn •+• e x*

*) d x djr

-+• (/ H- g xn
y x* *) y 5 ar* = o

tum autem feriei quaefitae quilibet terminus per duos praece-

dentes determinatur, ita vt fi bini contigui euanefcant, fequen-

tes omnes in nihilum fint abituri. Quodfi autem terminus ab

y vacuus affuerit
,

relolutio in feries fit facilior, cui propterea

non immorandum cenfeo. Veluti fi proponatur haec aequa-

tio

x xddy— x d x dy -h a xn
y d x* ~ b xm d x

M

,

feries a poteftate x™ eft inchoanda
,

ponendo

y
— A H- B ar"**" -b C ,r

m + ‘ * -+- D + etc.

vnde fit

m(m- x )Ajr
m
H-(»j-+-n)(»j-i-«-i 2»)(/w-f-2»-i )Cjr

ra+
*“-t-etc.

—mA —(m-hn)B —(m+n)C
—b -+-A a +Ba
hineque

A = b-— , B~ , C =r — etc.

vbi quidem multa obferuanda occurrunt
,

quae per praecepta

fupra data expedire licet. Imprimis autem in hoc negotio

iuuat, aequationem propofitam ope fubftitutionis in alias trans-

Vol. //. Dd , for-
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110 CAPVT VIII.

formaflc, quarum refolutio per feries fiat fimplicior, quod cum
pluribus modis fieri poflit

,

hoc argumentum fequenti capite

diligentius pertraftare vifum eft ,
idque pro forma aequa-

-tionum

quandoquidem pro aliis formis huiusmodi transformatio raro

locum inuenir.

CAPVT
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CAPVT IX.
DE . .

• TRANSFORMATIONE AEQVATIONVM
DIFFERENTIO -DIFFERENTIALIVM.

' L 3 3/+M 3 x dy -f- N./ 3 jr* = o.

Problema 125,

^^equationem difFerentio - diffcrentialem

Lddj-+-Mdxdj-{- Nj 3 x* ~ o

,

in qua L, M, N funt Fumftioncs quaecunque ipfius .r, fumto

elemento 3 x conflante, ope fubftitutionis j= e
JPix z in alh*

am formam transmutare.

Solutio.

Cum hinc iit 12—.P 3 x -f- ~ , erit differentiando
y ,

*

*±2— I£ — 3*3P-}-il?— ergo

idy — id* , *v>x*z , ^ap+ppa.v*.
y z z

Quare cum aequatio noftra fit

L±i2 -f- «1*12 +N3r= o,
y y 1

erit fa<fla fubftitutione

1^112. _f. aLEUlU. -f.L3jr3P + LPP3jf’*
z z

«--* ? *
-i- M P 3 x* -f- N 3 xa — p,

feu per z multiplicando

* v. Dda L33c

/
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L 5 d z -+- (2 L P -f- M) 5 x d z •

-4-s 5jr(L 5P-hLPP 3 jf-4-MP 9x -f- Ndx) — o,

vbi pro P fundionem quamcunque ipfius x accipere licet,

vnde innumerabiles aequationes inter binas variabiles x et a

obtinentur.

Corollarium 1.

994.. Quodfi ergo hanc aequationem transformatam

integrare vel per feriem refoluere liceat, ex inuento valore

ipfius z habebitur y — e
Jfi * z.

Corollarium 2.

995. Aequatio transformata fimilis eft propofitae, prop-

terca quod in ea variabilis z cum fuis differentialibus d z et

ddz vbique vnicam dimenfionem occupat, perinde ac / io

aequatione propofita.

Corollarium 3.

' 996. Si eueniat, vt ambae aequationes, propofita ac

transformata, aeque commode per fenes refolui poflint, hoc

modo plures rcfolutiones eiusdem aequationis exhiberi pofiunt.

Scholion r.

997. Cum aequationes commode per feries refolubi-

les in hac forma contineantur

xx (a-\-bz*) ddx-\-x (r-{-ex*) dxdy-\-(f-i-gxn')ydx
t~o

i

vbi eft

L - x x (a + b x*), M= x (c e x*) , N =/-4- g x*

,

vt transformata fimilem obtineat formam, fieri oportet L P z

ar (p. v x*) , ideoque P= Hinc erir
x (o -+- b xn

)

dV

Digitized by Google



CAPVT Xf. *>*

ap —
ideoque

— u.fl— u/»-4- i) b x*-bv(n— i) ax

*

— rbx%%

xx {a b xn
y

ax

Lap-hLPpax-f-MPax =
(— fi/i — (»-*- 1) fxbxH ~f- (#— i) vax*— k£x**

}
<-+ fx p. 2 p. V x* '

-f- y v x*n i:a+bx*
\~t~ p. f + jx t xn + v f x* +Ka" )

Tbi diuifio per a -+- b x" fuccedcre debet. Statuatur quotu*

zr p. b v k x*, fietque

[x=z a — c-hab, vz=zb-~- e -i- a k,
.

ac praeterea

2 fx.y — (n-hi)[Jib-i~(n—i)ya-hfjie-i-yf~fibb-byaiti

?bi priores valores fubftituti praebent

(h-k-bn) (be—ae) zzznab (b—k) -b ab
(b—k)'

i

Tnde fit vel

b— k = b '~-±L, yel b— k=— n.
ab 1

Litterarum ergo h et k altera arbitrio noftro relinquitur, fitque

aequatio transformata

rx(n+ i x-
n
) aaz-l-x[2juL-l-r-f-(2y-l-r)x

n]axa»
-1- [/“«+•> b -+- (g -+- y k) x"] z a x* = o.

Huius autem refolutio tam per feries afeendentes, quam de-

fcendentes Amiles ipAus x poftulat poteftates: Subftitutio au-

tem ipfa At
a— e

f

b c— a e — >)

j — x a
(a+ ix*) “ z 9

Tbi ne fola poteftas ipAus x ingrediatur, fumi debet b—k~—n.
Nihil intereft quomodo hic b accipiatur

, fumto ergo b= o ,

.
' D d 3 fit
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fit ir:», et fubftitutio

a —-c j c — ac

y — x~°~ (a -h b xn)
nab 1

z ,

quae ducit ad hanc aequationem

x x (a-*-bxn) ddz -+- x [za — c -+- (2 (n -h i) b—e) **} dxdz

* .
-+- [f+ (»(«+ 1) b—ne-*-g) *

n
] s d

x*= o.

Scholion 2.

998. Supra §. 970. vidimus, aequationem propofitaifi

ioter x et y algebraicum admittere integrale, fi fuerit

e e [(a— c)* — 4 a/] V[lb — *)* — .ig] ; „n rs * * n • *
rs

— *

quae fi transformata fimili modo tradetur, integrale algebrai-

cum afiignari poterit, fi fuerit *

— Wj
. . tiiL- -n~j n

2 a ^ b a a a o 7

quibus conditionibus coniundis concludere licet, integrale al-

gebraicum fatisfaccre, dummodo haec formula

bc — at V U a— c)*— 4 of\ /[(6 — »)’— 4 & g] .

6
' “ • • 1 ' " ' • • . > •

a a a b

diuifibilis extiterit per exponentem », hic fignum . . ad am-
biguitatem pofitiui ac negatiui defignandam adhibui. Quare fi

ponamus
f (a —e)* —b b „ (b—tp— ii .

J 75 Ct 6 ’

iotegrabilitas locum habet, quoties haec expreflio
bc ~ a/± b

b

h±ai

fuerit numerus integer, fiue pofitiuus fiue negatiuus.

Exemplum.
099' ’ Propofita aequatione

x x (1 — x x) d dy -f- x (i -f- 2 m x x) dx dy—
c - - • • — m (m -f- 1) .*• xy d x’* = 0

,

ime*
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inuenire cafus,. quibus intcgrale algebraicum faltem parliculare af-

ftgnari potejt.

Hic eft a ~ x ,
b —— x, f~ r

,
c~ 2 m y f~o y

g
—— rn (w -f- 1) et n ~ 2. Hinc deducimus

h~y [(a— f)*— 4 o /] — o , et

4 — V[(P — 0‘“ +*£] = /[(2«-+- i)s — 4»(w^ x)],

hoc eft k— ±i. Formula ergo numero integro aequalis eft~

*

4?..!
,
vnde geminos pro w cafus nancifcimur

vel 2i»+2r + 4/, vel 2 + hoc eft

vel m — + 2 i— 1, vel m — 2 i y

dummodo ergo ot fit numerus integer fiue pofitiuus fiue ne-

gatiuus, integrale particulare algebraicum exhiberi poteft. Sub-

ftitutio autem aequationem transformatam praebens eft

— i — am a m -f- 3

^m (1 — x x) ~ *
+I z- (1 — x x) * a,

ipfa vero aequatio transformata

jrjr(i— Arar) 55 a-»-j(-[i — a(«-»- 3)jrx] 5 jrda

— (m -h 2) (m -+- 3) jr x z d x1 = o

,

quam ex illa oriri manifeftum eft, fi loco m feribatur —m—3,

Ipfa 'autem haec integralia reperiuntur, ob X X = o, ponendo

j— A -f- B x!

-f- C at
4 -b D *6 E ** -f- etc.

vnde fit

aBararH-iaCar4 -+- 30 D x* +5 fi Erl + etc.

— 2 B -nC — 30 D
+ 2B+ 4 C + 6D + 3 E

-+- 4wB -+- %mC *+- 1 2nt'D

—-w(w -+-1)A— w(«*-t-i)B — w )C—« (w-t-i)D

Ergo determinatio coefficientium ita fc habet •

B —
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B — 't™-*-" A, C — r.-oi»-.» 1 B, D “ etc.

Ac fi ponatur

2“'3+Sr‘+f + <£x* -+- ctc. erit

^ _ (m -<-

»

i tm ->- 3 )

21 ?
(T — <g

^ © r (F
f
etc.

Problema 126.

1000 . Aequationem differendo -differentialem

LBSyH-MdjrD^-f-N/d^mo,
ope fubftitutionis *-2 — f 2j..

x'

, in aliam eiusdem formae trans-r y 3 z 7

mutare.

Solutio

Hic fcilicet quaeritur, qualem funtffonem ipfius x pro

P accipi oporteat, vt fada fubftitutione variabilis z cum fuis

differentialibus d z et d d z vbique vnicam dimenfionem obti-

neat. Cum igitur fit i2 — erit differentiando
y o z

3 3 y 3 y* — P z 3 x J 3 3 z 1 z 3 x» 3 P p ^ gj
y y* d s* d z

3 3 y — Pz3x*33z
[

z 3 x» 5 P
t

P P z a i x*
j p ^ jy*

3 s 3 *• *

quibus valoribus fubftitutis fit

— IPz3x* 33z j_ l z 3 ** 3 P , T p^„t.LPPzz5a*7? ^ —Ti r ox -t- —
+ « r *>? + N 9

r

1 ~ o.
O Z

Sumamus ergo LP + N~o, feu Prz: et multiplicando

per nancifccmur

L d d z— L?,

j)

j s — L P 2 9 r*— M9r9rr:o, feu

L d dz —M 3 x 3 s — * + 9L9s + Ns9jr''r:o,
N

Aequatio ergo propofita ope fubftitutionis ^
~ — — trans-

formatur in hanc

P3*\

• N z 3 *»
trans-

L 3 3 e
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CAPVT IX. 217

L 9 9 z -+- (ii- — M — tlH) 3jr3«-+-Na5Ar* — o.
'd JC N**'

Quodfi ergo hinc valor ipfius z erui poflit, habebitur etiam

valor ipfius y per x expreflus.

Corollarium 1.

1001 . Si in hac aequatione transformata viciflim po-

natur ~ ~ ~~AZ 3 *% ipfa aequatio propofira exoritur, vndc

hae duae aequationes ita inter fe cohaerent, vt altera ex al-

tera per fimilem fubftitutionem producatur.

Corollarium 2.

X 002 . Si in aequatione transformata fecundum fubfti-

donem priorem ponatur ^ — + obtinebitur haec

noua transformata

L 9 9 v -h (2 L Q-+- — — M — dxdvv ^ d x Ndi'
-+ v 9 jr (L9Q-t- LQQ5 ar -+-Q dL —M Q 5x— Ndar)ro,

quae ergo ex ipfa propofita deducitur ponendo

Scholion 1.

1003 . Hinc combinando ambas fubftituiiones
,

quibus

in binis praecedentibus problematibus fumus vfi, fubftitutio-

nem huiusmodi generalem adipifeimur

d y PdS-4-QzdX
y K d z

*-—, . 9jt,
S a d* 7

quae fi in aequatione propofita

L 9 dy + M 9 x dy + Nj' 9 x2

fubftituatur, fundiones P, Q, R, S ita definiri debent, vt in

aequatione rcfultante variabilis z cum fuis differentialibus nus-

quam plus vna dimenfione tenear. Oriuntur autem termini

Vol. II. E e qua*
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quidrato d s* affe&i, ad quos definiendos fieri oporret

(PP-+- QR-PS) -f- L (R 3 P-Pa R) -•+-M PRdx-f- N RRc)*-= o,
f-.-n P S PP iP i PJR MP N R^ R R J ‘ K «uc L L

tum vero peruenitur ad hanc aequationem

>

Laa<PS-QR)-^La2 (RdQ— Q3R -+- sap— pas)

-f-a^a2[ 2LPQ+M(QR-t-PS)-+- 2NRSJ

-+-Lsa^(saQ-Qas-+-QQajr)H-s2ajr
i(M(^-Ns)

Verum facilius ad hanc aequationem generalem peruenitur, fi

ambae ftibftitutiones alternatim in vfnm vocentur.

Scholion 2.

1004. Transformatio autem hic expofita eo magis efl

notatu digna, quod etiamfi aequatio transformata refolutionem

admittat, inde tamen non nifi difficulter ipfa propofira refol-

vatur. Cum enim reperta fuerit fun<flio ipfius x, qnae loco

z fubflituta aequationi transformatae fatisfaeiat, pro valore ip-

fius y inueniendo, infuper integrale huius aequationis d-2 —
~l**~ inuefligari oportet, vbi etfi variabiles x et y a fe in-

vicem funt feparatae, tamen difficultates infignes in ipfa inte-

gratione fe exerere poliunt. Fieri ergo poterit, vt ope huius

fubflitutionis, eiusmodi aequationum integralia exhiberi queant,

quae direfta via vix inuefligare liceat. Scilicet fi eiienrat, vt

integrale aequationis transformatae vel ope methodi cuiusdam
fupra expofitae inueniri, vel per feriem abruptam exprimi pofi-

fit, tum etiam ipfius aequationis propofitae integrale habebi-

tur. Etfi enim cafu pofledori integrale tantum particulare in-

notefcit, tamen ex eo femper in hoc aequationum genere in-

tegrale completum elici potefl. Namque fi aequationi

par-
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CAPVT IX. 219

particulariter fatisfaciat Talor jr=X, ponatur y
— X v , fietque

L X d d v -H iL^X 3 i'+ Lc^ 3 X
j

• -i-MXdardtf-f-M-ydardX i ~ o,

-f- N X v d ar* )

At quia X rz y per hypothefin aequationi fatis facit, erit

L ddX-f-M dxdXH-N Xdarirrzo et

LX 3 dt!+ (2L3X+MX3jr)9t;ii;o, feu
d a V |

2 d X t M d X
T1T ‘ ~x~ ~L °’

vnde integrando oritur

rw 3 x

XXdv = Ce J L

rw ix

v= f
c-^e J * .

J XX »

dar, porroque

ita Tt integrale completum fit, .

r M i x

y = C Xf^Le r
,

quod ergo ex quolibet integrali particulari Jf—^L elici poteft.

Exertiplum.

1005. Aequationem differentia - diffcrentialem

xx (a -+- b xn) d dy x (r -+• e ar") d x dy -*-fy 3 ar*= 9

transformare ac per feriem integrare.

Cum hic fit L rr x x (o 4- d ar*)
, M= x (c 4- e ac*)

Ct N= /, vtendum eft hac fubftitutione

dj' — /2 d ar*

7 ar x (a -f- d ar*) d 2
’

qua noftra aequatio reducitur ad hanc formam

jrar (« 4-d ar d d2 -t- ar (2a- r -+- [
(w -+- 2) d— e] ar") d ard« -t-/s d ar*roi
E e a. ' pco
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920 CAPVT IX.

etc.

pro cuius refolutione fi ponatur

2 — A .r
x B n

-h C jr
x '

fieri debet

X (X— i) a •+• X (2 a — c) -f-/— o
,

feu

XX« + X(fl-f)+/=o, ergo X= .

Series autem abrumpetur per 970, fi haec expreflio

- r.
* n ~ • ± (n ~ t - 0 ± 4 '1,1 - < »

,

denotante i numerum integrum pofitiuum, hoc eft

vel — -H t— i
— ti +* -_«££] — j„

ia b — * a 7

vel L YJ*- er-<.in — i n.
2 a — a a

Sin autem ipfa aequatio propofita hoc modo in fcriem refol-

vatur, haec abrumpetur, fi fuerit

( t> — e)
,

^tla — c)1 — 4°/]
j n

so *b - &b — 2« '

hoc eft .

vel —
a a
— ' + {

-4- „
o — a a

vel —— ;
— «?/] —

:

; n.

Vnde intelligitur, integrale finitum exhiberi pofle, fiue nume-
rus integer i fit pofitiuus fiue negatiuus. Ad hanc vero du-

plicitatem iam prior fubftitutio perduxerat (998-)? i*a vt haec

noua fubftitutio nullos nonos cafus integrabiles fuppeditct.

Scholion i.

1006. Vt tamen pateat, quomodo ex valore finito

ipfius 2 valor finitus ipfius y elici queat, contemplemur cafum

xx (a-t-bx
s

) ddj-t-x (3 a+ex') dxdy — 2+ajd x* ~ o,

vbi n — 2, c — ^actf—— 24. a, quae fatfta fubftitutionc

12= .

" a *
4ll— abit iu hanc

7 **|t+ 6*'l<*
J ~ x x
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CAPVT IX: 22X

x x (a -+- b **) d d z •+• x [— a (4 £— f) x x] d x 5 c— 24 a z d x2 — o,

vbi pro ferie afcendente fit

X X— 2 X— 24 — 0 vel (X— 6) (X Hh 4) — O.

,

Statuatur

z— A x~ 4 -{- B x~~ * 4- C -f- D x* 4- etc.

erit

20 A a x” 4 -+- 6 B a x~~
* * *+- 2Dax*-*-etc.

+ 20 A b +6Bi .
*

-+- 4A a -+- 2Ba * — 2Dii
— 4A(4^ — r) — 2 B (4 i - e) *

-24Aa — 24 B a — 24 C a — 24 Da
Cum ergo fit D^o, fequentes termini omnes tolluntur.

Tum vero eft

1 6 B a — 4A(i + <), 240^— -2Bi + 2Bf,

B ~ t±£, C — <'-ri B = "~JJ. A,
40 7 12 a 4* o a 7

hineque

A 1 _±_ 8+f 1 f A 5

'x4 4 ax* 4taa '
4! s a x 4

J
>

vnde fequitur

9s= Aajr(r-4— |^f)— [sa -*-(* + *)**]•

Ergo
9 j> — f4jaa-t-na(S-4-f'xx-t-|fp — b h) x4

]

> x ia -t- b x J
) L*« -t- -t-e)x xj >

feu refoluendo
9j>— — «<?x 1 (si-e)xdx i 5 ( b -4- x 9 x

>
~
“ x a -+- 6 x x n-t-lt+ nxi’

hineque integrando
s 6 — e

y — (a -\-b x x)"75 [8 a (b -f- <?) .v x].

E e 3 Scho-
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212 CAPVT IX.

Scholion 2.

«007. Quod hic cafu fortuito eneniflc videtur, vt ex

alore ipfnis z inuento quantitas y commode definiri potue-

rit, idein perpetuo euenire oportere, fequenti modo in ge-

nere oftendi poteft. Cum enim aequatio propoiita

«pe fubftitutionis i2 —— - io hanc fit transformata
*

_ y L d z

L 3 dz —- M dx dz— +• dL dz -h Nz dx* = o,
r»

w

fi haec per L dz diuidatur, prodit

3 dz Mi* i N _r i L NsSi» i y
i* L N ' L Lio y 9

«x qua integrando elicitur
/* M i X

„ B lis p J Ly N i X ’

quae inuento valore ipfius s, ftatim fine vlteriori integratione

praebet valorem ipfius y.

Cum porro fit

3^— ftrit dy—— azdx.e ^ L
f

hineque

2 /- Mi»— aal. siSj, J r

y °y — -—s— * »
M

atque hae relationes eo magis funt notatu dignae, quod ex

iis aequatio propofita nonnifi per plures ambages ad transfor-

matam reduci pofiit. Ipfa enim formula pro y fubftituta per-

ducit ad aequationem diffcrentialem tertii gradus, quae autem

manifefto integrationem admittit, ipfamque aequationem hic

inuentam fuppeditat. Hinc igitur occafionem adipifeimur eius-

anodi fublUtutiones inueftigandi, quae quidem ad difierentialia

tertii
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CAPVT IX. a=3

tertii gradus afcendant, verum tamen per integrationem ad

differentralia fecunda redigi fe patiantur.

Problema 127.

1008 . Aequationem difFerentio - differcntialcm

L d 3 y+ M — o

ope huiusmodi fubftitutionis y
~ v-~ in aliam aequationem

pariter difFerentio - drfFerentialem transformare.

Solutio.

7 = 7,%

*7 =
fit

piii <?pa*
et d dy — P 9^ % —4— 2 9 P d d 2 “4—9 8 3 3 P

: Ti 5

quibus formulis fubftitutis oritur haec aequatio difFcrentialis

tertii gradus

LP 3^-f- aL 3P 3dzH-L 3zd3P-4-MP 3x33z
-F-M 3jr3Pdz-f-N Pda^Szizro,

quam rta comparatam afFumamus, vt per funtfioncm ipfius x 9

quae fit Q, multiplicata integrabilis euadat. Integrabilis ergo

fit haec forma

LPQ33z-f- 2LQ3P33z-t-MPQ3*33z-f-LQ3z3dP
-f- MQdar3P3z+ NP Qdxzdz — o,

cuius rntegrale fit

L P Q 3 3 z -f- S 3 * 3 s -H T z 3 at* := C 3 ar* j

vnde colligitur

33z (2LQ3P-f- MPQ3ar) = 33z (3.LPQ -+ Sdx)?

3z(LQ33P-i-MQ3*-3P-t-NPQdxa):=3z(3*3S-*-T3x*),

et zdjr^dT =o, ideoque T quantitas conftans.

Inde autem fit

S3*= LQ3P~ LP3Q— PQ3L-4-MPQ3*;
ex

Digitized by Google



ex quo per alteram conditionem elicitur

T3x* :=LQ33Ph-MQ3*3P-+-NPQ3x*- LQ33P- L3P3Q- Q3P3L
- -i-LP33Q-i-L3P3Q-t-P3Q3LH-PQ3aL-i-P3Q3L-t-Q3P3L

— MP3:ir3Q—MQ3jr3P— PQ3jf3M, fiue

Tax! =paa.LQ-pa.va.MQ-HPNQaxs
.

Quare cum T fit quantitas conflans, ponatur Tz:a, atque

hinc commode fundlio P definitur, fcilicet

p a d x*

d d . L — d x d . M I* it,* X*
1

liocque valore pro P afiumto, aequatio propofita ope fubfti-

tutionis y
— transformatur in hanc^ d X

LPQ33z H- dz (LQ3P— LP3Q — PQ3L -+- MPQ3*)
-b ot 2 3 x* — C 3 ,

vbi cum z conflante quantitate augere liceat, conflans C omitti

poteft. Piuidatur ergo haec aequatio per P Q et prodibit

L33s -b dz (?4» — — 3L M3x) -+- “ o,

feu in poftremo termino valorem ipfius P fubftituendo

Laas-+-a5:(L^ — a.v)

(33.LQ— 3*3.MQ-bNQ3*2

) = 0 ,

atque hic pro Q fundionem quamcunque ipfius x accipere licet.

Corollarium i.

1009. Hinc praecedens fubftitutio deriuatur ponendo

aa.LQ— 3 * 3 .M Q=zo, ideoque

a.LQ— MQaxzzCa*, feu

r wdx •

e
7 - .LQ=Cfe

7 L 3*-bD.
Namque fi hic capiatur C^:o, erit
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• + fw3x

Q= £* L
» e£ p = fcu

rU d x

¥ =.?£ c
L

, vt ante.

Corollarium 2.

1010 . Sin autem ponamus

3 3. L Q— 3jr3.MQrz3X3jf, vt fit

P = a 9 X
erit

jx+ n *

3.LQ— MQ3xzz:X3x-4-A3jf,
porroque integrando

/* M 9 x f NI 3 x

e
J L LQ=/f L 3 jt (X -f- A) B et

/* M 3 x rM 3 x r ay? g

Q=£e L /e 7 L 3 jt(X + A)-4-I<7

Corollarium 3.
___ r*

ion. Ponatur /e L Xdx~ e t V, et

Azzz o, B — o, errt X et Q == X, ideoque

a 3 .v

r»>x

P =
i±I— «3V— V3«+£.Vd.v
«x L L L

Si igitur fit V — a, erit Q,—
•p L L 3 x
r LH 9 x — L d M -t- M d L 5

et aequatio refultans

L 3 3 z -h 3 z M 3 x) + •2*'™»* -zJ-J" tVJL'= o.

Scholion.

ioi 2 . Haec autem nimis funt generalia, quam vt in-

de quicquam ad vfum communem concludi poffit. Vtcunque
VoL II. F f autem
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22<f CAPVT IX.

autem transformatio inftituatur, et aequatio transformata in fe-

ricm rcfoluatur, haec nullis aliis caiibus abrumpi videtor, nifi

iis quibus ipfa aequatio propofita , et inde per primam fubfti-

tutionem transformata, ad feriem alicubi terminatam reducitur.

Ex quo perfpicuum eft ope huiusmodi transformationum vix

vnquam nouos cafus integrabiles erui poffe. Verum dum hade-

nus loco variabilis y aliam z per fubftitutionem introduximus,

altera x, ex cuius poteftatibus feries formabantur, retenta, nunc
etiam paucis exploremus, quomodo loco ipfius x aliam varia-

bilem t introducendo , transformationem perfici oporteat ; vbi

imprimis notetur neceffe eft , cura ante elementum d x affum-

tum fuerit conflans
,

iam in transformata elementum d t con-

flans accipi debere. Hic igitur t feribetur loco certae cuius-

piam fundionis ipfius x, quam autem ita comparatam efle de-

fet, \l aequatio refultans ne nimis fiat complicata.

Problema 128.

1013* Propofita aequatione differendo - differentiati

L 3 3y -+- M d x dy -1
- Ny d x’ ~ o,

loco quantitatis x aliam t introducere
,

quae fundioni cui-

piam ipfius x aequetur.

Solutio.

Diuifa acquadone per d x, repraefentetur aequatio ita

L9.^-t-M3j'-f-Nj5xz=:o,
0 X

-vt iam confideratio elemcnri d x , quod conflans erat affum-

tum, fit exclufa. Cum t aequetur fundioni cuipiam ipfius x,

fiat inde df = Pdx, feu dxz=^, vnde nacifcimur

L d . *JL2 -+~ M d y -f-

=

o ,d t 1 r

ac fumto elemento i) t conflante

L?ddy-\-Ld?dy-\-Mdtdy~\- = o ,

>vbi
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CAPVT IX.' 2&7

vbi tantum fupereft, vt in quantitatibus finftis, quae adhuc va-

riabilem x compleftuntur, eius loco altera t introducatur.

Exemplum.
1014. Propojita Jit haec aequatio

xx(a-hbxn)dd'y-t-x(c-hexn)dxdy-+-(f-*-gx
n)ydx*~o

,

ia quam loco formulae b-\-k x* introducatur t.

Cum ergo fit

t ~h -\-k jr", erit d f — nk xn~ l d x,

ideoque

P— n k xn
~ l

et 9 P= n (n — 1) k .v"*"
1 9 x — :

Quare habebimus

nkxn ’*~ l (a-t-6x
n)d 9y-i-(n— 1) x 9 1 9y(a-\-h jr

n
)+A‘Cr-l-r.v

n
)9 1 9j

C£±f£k— : o
nkxa~ l

fiue

Xn

nkx"

Nunc vero eft x%— f-““
- ,

qui valor fubftitutus praebet

. (fk— gb-*-gt)y 9t*
0

ntj—bf
>

Verum hic ita vbique t— b occurrit, vt aequatio fimplicior

euadat loco t — h fcrlbendo «, tum autem perinde eft, ac fi

F f 2 loco

i
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223 CAPVT IX.

loco poteftatis x* fcripfiffemus quantitatem»: neque ergo hinc

quicquam lucri pro nouis feriebus eruendis redundat.

Corollarium.

1015. Si in aequatione generali loco xm fcribere ve-

limus t , erit *

d t — m xm~ 1 d x et P =1 m .v
m—

1

,

et aequatio refultabit, ob ^
d P =zm (tn— 1) x

m~’* d x — ,

illa

tn L x 1 3 dy -j- - : . 4-M 3/3*4 — o
x tn xn~'

feu

t — i)L3/3y
,
Mjf3/3y

,
Njr.ry3/*wL 3 3^y 4- - -+- H o.
mu

Scholion.

1016. Plura de huiusmodi aequationum transforma-

tionibus tradere haud neceffe videtur , cum ex his fontibus

haud difficulter omnes transformationes ad vfum idoneae deri-

vari queant. Datur autem alia methodus prorfus lingularis hu-

iusmodi aequationum differendo - differentialium integralia ex-

primendi, quae per formulas integrales binas. variabiles inuol-

vcntes expeditur, dum altera in integratione vt conflans trada-

tur. Ita fi P fuerit fundio quaecunque binarum variabilium x
et u, ac ponatur y— / P 3 x, confiderando u in integratione

vt conflantem ,
integrale hoc /P 3 x erit fundio ipfarum x

et », quod ita determinatum
,

vt euanefcat pofito x — o , fi

deinceps ftatuatur x ~ a , obtinebitur fundio iprfius u ipfi y
aequalis ,

quae fi fatisfaciat aequationi cuipiam differentiali in-

ter u tty propoiitae, haec aequatio refoluetur formula.yr/P 3 .r,

quae
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CAPVT IX. 229

quae yt eius integrale fpedari poterit. Atque hoc modo In-

numerabilium aequationum differendo- differentialium integralia

exhiberi poffunt, quae aliis methodis prorius intradabiles vi-

dentur. Quanquam autem formula /Pdx, fpedata quantitate

u vt conflante , adu integrari nequit ,
tamen eius integrale in

- hoc negotio pro cognito accipi poteft, quia eius valor faltem

per approximationes affignari poteft. Scilicet dum fumta ar

pro abfeiffa , fi P denotet applicatam orthogonaiem ei conue-

nientem , formula exprimet aream eiusdem curuae ab-

cilfae x infiftentem, ac polito x ~ a, area habetur determina-

ta valori y— f P d x , prouti cum modo definiuimus , aequa-

lis, quae ergo, vti loqui folent
,

per quadraturas cumarum'
affignari poteft, ex quo haec integrandi ratio commode appei-

latur conftrudio per quadraturas. Hic autem imprimis ad eam
rationem

,
qua integralia in particularia et completa diftinxi-

mus, attendi conueniet; vnde follicite eft cauendum , ne inte-

gralia hoc modo inuenta pro completis habeantur, nifi quate-

nus binas conflantes arbitrarias inuoluant. Cum igitur eidem

aequationi differentiali infinita integralia particularia conueniant,

mirandum non eft , fi hoc modo pro eadem aequatione pro-

pofita plura integralia diuerfa inueniamus. Hoc autem argu-

mentum fere prorfus eft nouum, neque a quoquam adhuc per-

tradatum, fiquidem nonnulla fpecimina, quae equidem iam du-

dum dedi, excipiantur; ex quo dubitare non licet, quin ifta

methodus , fi diligentius excolatur
,

aliquando forte praeclara

incrementa in Analyfin fit allatura.—
•* » , - .

F f 3
' CA-
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CAPVT X.

DE

CONSTRVCTIONE AEQVATIONVM D1FFERENTIO

-

DIFFERENTIAL1VM PER QVADRATVRAS
CVRVARVM.

i

Problema 129.

1017.

Si fuerit y~[Vdx,
denotante V fundionem quamcunque

binarum quantitatum x et u , quarum autem haec u ia inte-

gratione vt conflans fpedatur
,

pofl integrationem vero flatua-

tur vt y aequetur fundioni cuidam ipfius u

;

quodfi

iam u variabilis fumatur, inuefligare valorcm ipfius

Solutio.

Cum /V 3 x exhibeat fundionem quandam binarum

quantitatum x et u , cuius differentiale fumta u conflante eft— V3r, fi tam u quam x vt variabiles tradentur , differen-

tiale aequationis ji~fV 3 x talem habebit formam, dj-Vdx
+ U3a, quae quia eft differentiale verum , neceffe eft fit

(i^) — (|j). At cum V fit fundio data ipfarum x et

ponatur 3V — P3Ar-+-Q3«, eritque (*J):r:Q, ideoque— Hinc confiderata iterum u vt conflante, erit 3U
— Q 3 ac, et U zrfQdjf, in qua integratione fola x pro va-

riabili habetur. Quocirca fi hunc valorem /Q 3 x vt cogni-

tum fpedemus
,

quippe' quem per quadraturas aflignare licet

,

erit
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erit dy =: Vdx-hdu/Qdx. Quaerimus autem id ipfius y
differcntiale

,
quod ex variabilitare ipfius u tantum nafcitur;

quod cum fit dy ~d ufQd x erit valor quaefitus /Qdjr,

(i nempe poft integrationem itidem ponatur x zzz a.

Corollarium. 1.

1018. Cum fit y—fV dx funftio ipfarum x et w,

per integrationem autem formulae V d x , in qua u conflans

fpedatur, fun&io quaecunque ipfius u loco conflantis accedere

pofiit

,

fun<flio y per fe erit indeterminata , determinabitur au-

tem ftatim, atque integrale /V dx ita accipiatur, vt euanefeat

polito x — o.

Corollarium 2 .

1019. Hac conditione obferuata euanefeet y pofito

x — o, quicunque valor alteri quantitati u tribuatur, erit ergo

etiam y -+- d u (t2) — o fado x — o , ergo etiam

Vnde patet /Q d x ~ ita quoque accipi debere
, vt pofito

jr — o euanefeat.

Corollarium 3.

X020. Cum j' —fWdx erit (|^):

At fi ponatur (|£)
— Z , erit quoque

Quare fpedlata u vt conflante
, erit

dZ=zdx^l), et

ideoque
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Corollarium 4.
1021. Quodfi ergo poft integrationes ita abfolutas

,

vt integralia euanefeant pofito x= o , ponatur x ~ a , tam

valor yzzzfV dx quam zz/d x (|-|) erit fundio deter-

minata ipfius u.

Corollarium 5.

X022. Simili modo vlterius progrediendo erit

«f=/d *(*£).

Quare fi L , M et N denotent fundiones quascunque ipfius

u, erit

iii?+ 5^ + N^^r[L(^) + M(^) + NV]
totumque negotium huc redit, vt ifta formula integrationem,

admittat.

Scholion.

1023. Datis fcilicet ipfius u functionibus L , M , N,
•quaeri debet fundio V binarum variabilium x et u

, ita vt

fpedata u conflante formula

[L (^)+M©+»v]a*
abfolute fiat integrabilis, cuius intcgrale ,

vt fit determinatum

ita capiatur, vt pofiro x ~ o
, euanefeat. Tum vero ftatuatur

x zzza, ac fi illud integrale etiam hoc cafu euanefeat, erit

UJ.2 «JJr 4- Ny = o ,d U* 4 U J 1

hineque aequationi fatisfacit valor / rr/V d x , lege indicata

fumtus. Problema autem, datis fundionibus L, M et N, in-

vefligandi fundionem V maxime eft indeterminatum , neque

methodis adhuc cognitis in genere refolui potefl; ex quo

conueniet id inuerfo modo tradari , vt fumta fundione V, al-

terae L , M et N indagentur. Hinc aequationes differentio -

diffe-
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differentiales confequemur, quarum integralia hoc modo affig-

nare valebimus
,

quae fi aliis methodis tradari nequeant
,

in-

figne lucrum fuppeditant. Qnodfi integrale illud

/[L M H- N V] a JT

pofitm x — a non euanefcat, fed datam ipfius u fundionem U
exhibeat, valor y—fVdx conuenict huic aequationi

hll1 -t- iLLZ + Nr = U,

quae cum infinitis modis in alias formas transmutari poflit

,

etiam harum integralia innotefcent
, vbi fimul hoc commode

euenit, vt etiamfi integrale tantum particulare obtineatur, inde

tamen plerumque integrale completum haud difficulter colligi

queat.
v *

Problema 150. .

1054. Inuenire aequationes differetitio - difFerentiales

formae + '±±2 + N y = U f

, vt L , M , N ct U fint«u 7

fundiones ipfius «, cuius elementum 5 u hic pro conflante ac-

cipitur
,

quarum integrale ope conftrudionis per quadraturas

exhiberi pofiit.

Solutio.

quae

Sumatur fundio quaecunque binarum variabilium u et xr
fit V, capiaturque integrale /V dx (pedata quantitate tt

vt conftante , ita vt pofito jt ~ o , euanefcat , tum vero fiat

x — a
,

denotante a quantitatem quamcunque conflantem , vt

iam /Vdx exprimat fundionem quandam ipfius u tantum, cui

quantitas y aequetur, vt fit ^ —/Vdx. Cum iam fit

i2 — fdx (|^) ,
et =zfdx(^y),

U K
d U ' 1 d U9 ' ill' ' '

his integralibus pariter ita fumtis, vt pofito x ~ o euanefeant,

tum vero ftatuatur x~a, quaerantur fundiones L, M, N-
ipfius «, vt haec formula

Vol. //. Gg ‘ fdx
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fiat abfolute integrabilis, eiusque integrale ita determinetur,

vt pofito x~a, fiat id — U. Quod fi fuerit pracftitum
,

euidens eft
, aequationi diffcrcntio-differentiali

LilZ 2Li2 + Nr = U
au* ~ a u ' '7

.

fatisfacere formulam affumtam y ~fV d x.

Corollarium i.

1025. AfTumtio ergo fundionis V non penitus arbi*

trio ro'tro permittitur, fed ad hoc potitfimum efl Ipedamhtm,
vt talis forma

/^[L(^)+ M(JJ)+ NV],

per fe fiat integrabilis.

1 * Corollarium 2.

1026. Infinitae ergo hinc ftatim excluduntur formae

ad hunc fcopum ineptae, cuiusmodi funt V~ U P, exiftents

U fundione ipfius a et P ipfius x tantum; quia tum foret

j = U/Pdx, i2 z=ztv r?dy et iif = » J
.

U
f P d x,

quippe quae idem integrale compleduntur, ita vt ex earum

couiuudioue formula ablolute integrabilis confici nequeat.

Exemplum 1.

1027. Sit V=xn Y'^^^ ety=fx'dx i/H2L±**

integrali euanefccnte pofito x — o, tum vero facio x — a.

Erit ergo

- " £5.

et
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et integrabitis reddi debet haec formula

/ L x x M
x*dx(

V

feu

(UU-hXx/}/(cc—xx)
\

x* d v

u , T mu-*- v.v\+N/ ),
)(cc—xxj ce—xx/V\»+*-*x)\

[L x x -*-M u (««-+-x x) +•N (u u+ x .v) *]

.

«#

(uu-+-xx/ y (cc—xx)

Xn 1
"]/ ( c c x x)

Statuatur integrate “ — ——
>

cuius differentiale

y (uu-\- x x)

cum fit

(«-4-r)jr
n (cc—xx^(uu-t-rx)—xn+ l

Cuti-t-xx)— xn +' rcc—xx) ^
- OXy

(u u -+- x x/ / (cc — xx)
feu

r* d x - C'n-h i )ccuu-*-(n-+- 1 ) ccxx-(n-+- 1 ) uuxx~(n-+-
1 )x*)

(uu-i-xx}y(cc—xx)l —ccxx -uux x
j

cum qua fi propofita comparetur, fiet

M &5+ N a4= (»+ i ) c c uuy

L+ Ma+ 2 N — (» -f- 2) « # et

N = -(a+i).
Hinc elicitur

M# = (»+i)(ff + ««)» feu M = ^ + "'('±±11
, et

L—— (n-hi).(cc -t-uu) ~*-2(n-t-i) uu-*-nce—(n-*-2) uu
,

feu L— — c c — u u.

Quamobrem habebimus

(cc -*-uu) ddv («-+- 1 ) (cc-huu) dj __

,

. an+I V?cc—aa)^

da* u o u y (a a-*- uu)

G g 2 cui
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cui aequationi fatisfacit y —/x
n d x / integratione ab-

foluta vt eft indicatum.

' Corollarium i.
1028.

Sumto ergo a~c
, formula integralis

y—rxn dxYJ ’ T ce— xx

pofito poft integrationem x =z. c, exhibebit integrale huius ae-

quationis

u (cc-*-uu)ddy—(n-i-i') (cc-^uu) dudy-+-(n-+- i)uydu'= a,

feu . . -

^ ^ y
+ I l«-f l)j 3n'— o.

' ’

J u 1 cc + u« *
. r . . ,

Corollarium 2.

1029.

Si fit n~ 1, per integrationem inuenitur

fx dxY^~x= k(cc + uu) Ang. fin.
3 X X — c cc C J 1£ u

C C -t- U U

— \ Y(ccuu-¥-ccxx~ u u x x -

— 4 (c c -+- u u) Ang. fin. ~ c c+ * “

*4
),

CC-f-*tt

et pofito jr ~ c fit

jrrl(tf+ aii) Ang. cof. 1 r « , hineque

i? = 1 u Ang. cof. e t

s a y —
I Ang. cof. — _r~- c-g .

——£J£— ,j«’ ° c c -h U u CC-+-UU 7

quae formulae euidenter fatisfaciunt aequationi

d dy — t±a.±y -t- — o.
f ^

^ U C C t u U

Corollarium 3,

1030.

Hoc cafu integrale etiam hoc modo exprimi

poteft

y= 4 (c c 4- u u) Ang. fin. -
. u It

CUy

feu
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feu cum eius multiplum quoduis aeque fatisfaciat

y — (cc-\-uu) Ang. fin. _ill_ -f- a cu,

fatis facit vero etiam y-=zcc-+-uu, vnde integrale comple-

tum eft

y — a (cc-*-uu) Ang. fin. - e
-

' 1

t- 2 a c u •+- p (cc-r-uu).
*

Scholion.

1031. Quod valor y — cc-^uu fatisfaciat, ex inte-

grali inuento concludere licet, quia enim Ang. fin. cft

'fun&io multiplex et termino 2 7r augeri poteft, integrale ip~

iiuiti augeri poteft termino 2 n (c

c

-+ « «). At in genere dif-

ferenda binorum integralium quoque fadsfacit, ergo etiam fa-

tisfacere debet y~ 2%(cc-+-ua) et generatim y~ p (cc-+-uu).

Ex hoc cafu facilius perfpicitur, quomodo valor affumtus ae-

quationi generali fatisfaciat, etiamfi is per integrationem euolui

nequeat. Patet autem n -+- 1 eflfe debere numerum pofiduum
,

quia alioquin conditio integralis, vt polito x zz. o euanefcat

,

impleri nequit.

Exemplum 2.

1032. Sumatur

V= xn ~ 1 (»» + f jr)
fl (c c— x .v)

v
,

erit

(~) — 2 [x u jc
n "' 1

(u u-h x xy~‘ (c c— x xy et

(^-^)
— a p. x*~ l

(cc—xxy [(uu-r-xxy-
- ' -4-

2 (/a— 1) uu

feu —2y.xn~‘(fe— arx)’ (a«-f-arx)M
“ a [(2p.—i)aw-t-arx].

feu

Integrabilis igitur reddi debet abfolutc haec formula

fxn~ I d x (c c— x x)* (uu-h X xy~* X
( 2 fi [( 2 (x— 1 )uu-+-xx]L-h 2jxu (ua-i-xx) M-h (uu-hxx)' N)

G g 3
n—

€

\
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r2jx(2fjt— i)Luu-+-*i*.Lxx -*-Njr4

/x1l~ I dx (cc—xxy (uu+xxy 2 jxMu1 -+- 2fj.M«jr.v

(-+-N a4 -i-zNuuxx

Statuatur integrale x* (u u -+- x xy~* (c c — x ar)
v+I

,
cuius diffe-

rentiate cum fit

xn— 1
d x (u u + x x'/ (c c — x xyX

[n (uu-t-xx) (cc—xx)-h2(/j.—x)xx(ct—xx)— 2(v-t-i)xx(uu-hxx)] ,

erit

2 fl( 2 |X i) L UU -+- 2 JxMV-4- N U*— TiCCUUy

2/xL-4- 2JUlM«-4- 2N«tt ~tlCC— H WK-H 2(fA—l)*C—2(>M-l)««
,

IS!
—— n 2 (jUL 1) 2 (/-+-l)— — « 2 Ji. 2 V.

At prima

2 p. (2 ja. — 1) L -+- 2ju.M«-t-Ntttf~/fcr
demta fecunda dat

4fx(fL— i)L— Ntttf (n-*- 2K-+- 2)uu— 2 ([a— i)cci feu

i)L = — aOi — i)(uu-bf c)> hinc L -

qui valor in prima fuftirutus dat

— (2 p.— 1) (cc-huu) -+- 2 [aMu— (n-h 2 ja.-+- 2 y)uu ~ ncc,

feu

2 p.Mtf — (fl -h 2 ]A — l)ff 4-(«-f- 4 |X-+- 2 K — 1) u u.

Ergo
M — ("-*-«.«— » 1( C C -4- U 11 ) (n -4- »)

*

Si n £> o, fuperius integrale euanefeit pofito x~o y quare fi

ponamus x~a , orietur haec aequatio

~ t c c 4- tt 11 1 i 3 y . _ (n-4-m — it (c c + v u) 3 y 1 (u -+- *1 *» 3 *
afirfu 1 ' ~

u. j u

— (n-t- 2fji-+- 2>/)^— an (aa-huu'y~ '(cc— a a)*
'+*%

cuius Integrale eft

y — fx
n~ t

d x (u u x xy- (c c — x xr)
v

,

integrali hoc ita fumto vt euanefeat pofito x — o, tum vero

pofito x — a.

Corol-
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y • t

Corollarium i.

1033. Si capiatur a~c
,

vt poftrema pars fiat ~ q,

fiquidem exponens v -f- 1 fit nihilo maior, formula

y —f x
n ~~ 1 d x (u u -f- *• x (c c— x x)'

pofito pofi: integrationem ita pera&am vt cafu x — o

fiat y — o, erit integrale huius aequationis

m(tC 7*-uu)ddy— (n-+- 2y,— 1 )(cc-t-uu)dudy— zfa-hy) uududy
+ 2 y. (n + 2 [A -b 2 y) uy 5 u

1 —
o.

,
. Corollarium 2.

1034. Sit n -+- 2 ju. — 1 — a, et«-*-4|uL-+-2^ — i ~ (3,

fiet 2[x~aM- i— n et 2y-fi-t-i—n— 2a— 2-1-2»— p— i-+-«-2a,

et aequationis

v (cc-t-uu) ddy— (acc-hfiuu') d u dy-h (a+ 1— n) (P—a+ ») uydu'~ o

integrale erit
a -4- 1 — n {?—» -<- n— ia

y ~fx*
~ 1 3 .v (u u 1- x x) * (cc — xx)~~ 3

,

pofito x— c, fi modo fit » >• o et (3— 1 4- » 2 a.

Scholion.

1035. Haec conftrudio latifiime ad hanc aequationem

patet

xx(a-hbxn)ddz-*-x(c-i-exnjdxdz-*- (/-+ gx^zd*' — o,

primo enim hic fine detrimento amplitudinis fumi poteft n ra,
ponendo xn —uu. Tum vero vti fupra §.997. vidimus, po-
nendo

-— •+* b , , ^ 1
z — x a (a 4- b x) y ,

aequati » abit in hanc

* x(a-hbxn)ddy-t-x [2a-*c-*-2ah+(2b—e+znb-hzbh) xn
]
dxdy

*+ [f+ab— cb-i-ahh-\-{g-h(b—e-*-nb+bh) («-+-£)) x^jdx'— o y
~

• vbi
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vbi fi h ita accipiatur, vt fit a b b + (a — c) b -f- f
— o, pro-

dit aequatio formae, cuius conllruftionem dedimus. In cafi-

bus autem fpecialibus difficultates occurrere poffunt, quibus

fuperandis fequentia exempla inferuiunt.

Exemplum 5.

Sit V =emux xn
(c jr)*, erit1035.

(J2) = x)' et (iiX) = m memux x*+' (c-xj.

Integrabilem ergo reddi oportet hanc formulam

c
mux xn d x (c— x)* (m m L x x -f- m M x -f- N)

,

cuius integrale ponatur — e
mux xn ~ht

(c— ar)'"
+"‘

,
cuius prop-

terea differendale illi formulae aequari debet: quod cum fit

e
m * x xn dx (c—

x

y [mux (c—-x) •+• (»-+- 1) (c—x) — (k+ i)x],

erit

N~ (n -4- 1 ) c , mM~ ptcu— (n-t-v-t- 2), mm L~— mu.

Statuatur nunc x~a, et formula

y “f e
m “ x x* d x (c— x)*

erit integrale huius aequationis

- ^y+ e^— l2̂ Lt2}±2 +fn+i')cy=em 'u an+ '(c-- «V+*.n J«* au mau ' J v •

Hic poni poreft m~r i
, ac fumto c~a , aequationis

uddy— aududy -h (n-i-v-i-i) dudy — (jh-i) aydu* ~ o,

integrale cft y — f e

“

x xn d x (a— x)*, pofito poft integratio-

nem x — a, dum fit i*+iJ>o, et n -4- 1 o, vt integrale .

euanefcens reddi poffit pofito x — o.

Corollarium i.

1037. Si hic ponatur y — eJzd *, erit

udz uzzdu — auzdu-+- (n-t-v-t- 2) zdu — (n-i-i)adu r o,

cuius
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cuius integrale cft

d r f e
“ * .v"

H' r 3 x (a — x)"
i

y 3 u f e
ux xn d x (a — x/ f

Illa aequatio autem pofito z^=z{a-f-v, transmutatur in lianc

udv -+- uvvdu (n-hv-+-2)vdu — '

4aaudu— Mji—y^adu- o,

quae ponendo v~u~ n ~'l ~'s abit in hanc -•.* « ...

ssdu—\aaudu— l(n—v)aduz=zo.
. (

Corollarium 2.

1038. Sit porro
.

, , v ......

u-a-*— » rz 3 t feu
» — — (» -f- r -4- x) fc, : ;

ft fiat

d s s s d t — \aa tt
* B+*«+4 $ t — J (« — y) 3 i— o,

quae ergo aequatio etiam conftrui poteft. Vel fit

— («-{-y-h x) t ~ r
, erit

— 2 1!— 2 v — 4 — t n— iv-j

3j
•t d r aar *-*-» + • 3 r («— v)r 3r_
s+y -fI 4(»+»'+i) a(«-+-y-*-i)

quae pofito J = —(«-}-' v -f- i) q abit in

= o.

— an— « v—

4

dq-+-qqdr —

hicque eft

aar ''+ , dr—i(n— v) r a

— i n- — j

* 1 3 r

4- Cn-+-v-\- iy - o.

n -4- v -4- 1

?•u= f ©t s~5<7 — (»-f-v'H-i)r a_t‘

Scholion.

J039. Cum aequationis differentio - differfentiaiis
’

3 3 J Q 3 V -4- f"-»-* -*-»»« In-MUji» —

-

0 •

au" * u * *

Vol II. H h intc-
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integrale Gt y=f e
ux

'x
n d x (a— xf

,

videamus, quomodo
haec ipfa aequatio in alias formas transfundi poflit. Sit pri-
mo «= atx

,
ideoque d u — a X t*~ l d r, vnde fit

JL ad Y-+-
C X(«-t-i )aydt __

axO t*
l dt at* I

~

fnmatur iam elementum d t conftans, eritque

Q— r)dr (n+ v-*- 2)dy \(n-*-i)aydt _
at* t

aXt*
= oa\t*~ ldt

feu

d dy- a X a i*

“

1 d tdy _ oXX(»-i-i)<wx
~ydf= o,

cuius integrale eft

r a f
x

ar _ . . i

y—fe xn dx(a— *)
¥
.

Ponatur porro

12 = P 9 t -4- i?
, vt fit z = eric

^9z-+-2Pataz— a\atx ’- t

dtdz-+-(Xn-h\v-t-X-bi') 3JA*-t.zdtd?
+-z9/

,[PP— aXfl/x"“*P — aXX(«-»-i)<r/x“*j—0,

Ad terminos elemento dz adfe£os tollendos ftatuatur

P ~ l a. X a f
x— 1— iu + x,+ x-f i)

» t >

fietque ac prodibit haec aequatio

g3z-s3r[ix^ x^ Xi3- t^iaAX(»-y)g/x --»^| a*x
>
a

,
/» x~i]-o,

cuius propterea integrale eft

— i a a i*
x ’1 -

t-^» + x+ t

e t s fiat* x x*dx (a— x)\
Quodfl ergo fit v=zn, X X (2 « -+- i)*— x — o , feu

X=
rir?r, » et « =±f = :t 2 (2 »-h 1),

habebitur haec aequatio

ddx
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9 9*— aaz»; » + i
2
d t'
— o ,

cuius integrale eft

Vel huius aequationis

ddz— aat,x ~~*zdt*=z o

integrale eft

z — f~ X* tfeT* x±7k 'dx(a-x)~~»
Tode occafionem arripimus huiusmodi integrationes generalius

inueftigandi.

Exemplum 4.

X040 . Si fint P et Q funfliones quaecunque ipfius «, et

capiatur

y — PfcS~* x'~' dx(a— x)’-*;

,

pojito fcilicet pofi integrationem x ~ a ,
erit hic valotr ipfius y

integrale cuiuspiam aequationis differentio - differentiatis

Hb>+^+ Ky=zo
quae quaeritur.

Ad calculum contrahendum ponamus 9P=:P/ 9«et
9 P' P" d u

,
item 9 Q Q' d u et d — Q," d u. Hinc

erit

1
2=P'/>a*xn '

-

:

* 9x (a -- x)»
'

“

:

1

P x" 9 x (a-x )*- 1
et

iy— P"/*a* xB~ * 9x (a- x)*
~ 1 2 P'Q7>a* jf

n 9x(a-x)’
- ‘

H-P Q7>a* 9x (a-x)»
-

* P Q.
/Q7ra*xB+«ax(a-x)'"-‘

Hh a vnde
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vnde colligitur

L «L?i j-Nv —
iu» ' 3u

~ J

feQ-*x
'- 1 dx (a -xy~ r jLP//-H2LP/Q/r-+-LPQ//^LPQ./Q/

jr>r?

j^MP^MPQ^+NP • '
• )

quod integrale ftatuatur == e^x xn
(

a

— jc)% ita vt euanefcat po-

fito x— a, dum fit v >• o , vti etiam euanefeit cafu x— o fi

modo n > o. Cum igitur huius formulae differentiale fit

e®~
xxn'~*dx(a— jr)

,—

1

[Qx (a—x)+na— (n-*-v)x]

,

eius comparatio cum forma inuenta praebet

LP^+MF+ NP^fls, »

2 L P' Q'+ L P Q7/+ M P Q' a Q- («+ 1') , ct

L P Q' Q/= - Q, ergo L = hinc

M =43.— -p. -j-m
, -h et

p £ p £ ^ tt

^

si, p£££
N — ii -f-v p p

P" £. II P'

P

ficque aequatio differentio - differentialis erit cognita.

Corollarium i.

1041. Si velimus vt fit Mrro, erit

« Q.-(«+ y) .+. •-£*+ %% = °,

quae per multiplicata abit in hanc

cuius integrale eft

-
Qn ^r- = Conft. fiue

_ 1
/» o *+ *

P=c r« a ^-r/L-.

Co-
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Corollarium 2.

1042. Sit Qr: 2 aa\ erit Q' == 2 a X «
x "~*, et

, hinc
„ ~ —aaux Mn

+

P — C f u »

a auX — X(n -4- v

•

^ iaX\ w

^ —
1 , et ob

et

3 Q* 2 a X X 3 a’

Lp --aX« «
x~‘ 3 a -+- x< !Lir.r~ I >-*-«

. ii*, erit

i|i

a

X(X— 1 ) 0 «x
—

* 3 a*

—

x
. ii! -+- aaXX0fl«

tX~*3«‘

—aXa[K»-<->'- *).-+• *]*+ LMi±i^iiiil!

feu

ii?r a&Xhaau* x ‘3k’

—

aXX(g4-y)gax
~ *3 a’ -Px

1)1—i .— >

hinc

. i|i— raflfla
x^r(g^y)g^ xxT^f.II

,.^tr x
, et .

dQj r x ^ luXA
_ n ,.X — X(h-I-t— 1 )

—

1

Nrr a ' * - [» aaau
x-+ 1 (n-y)a-h

XX(11 a~ x
j

.

. ( « ‘ .*
;

Corollarium 3.
e ,

1043. Hinc erit

2 aXXax~ s
[{aafltt

x
-+-i(«—v)a+ — ( " tf~

x
] 9

et huius aequationis

^—

y

[a a X Xa a u' x“ *-+- a XX («

—

v) a u*
~~

‘ n- ]

integraie eft

— a a Jl1**'- l
l±l f 2 auy x a .

V 1 Hh 3 t P«- '
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'

Ponamus a= \ ,

A (»— y)— /j fcu y— » — et h.h.lS.J: »-«)*-,; —
Ynde fit

fg
/~*~ ~|-4g)

g£ y — — /-*-X-t-V^(I-4-4g>

2 A 2 A
*

et huius aequationis

3 dy ~y di/ (a a «* x— *-f- a/

a

x *
-i- g- u

~~
*)

integra le eft

— a -.X XH+ i-i 1 -!-! «* uky—e* u » /* x xK ~~ x dx(a— *)*“% feu

—«,A *+ **ttX /=A±>^ii±4S) —/—
y=zei u » /VT x dx(a~x) Ta „

.#
* • ' . «

Corollarium 4.
*

ro44. ~ Si ponamus a— — ,

A («— 0 — et — g erit

T1 — -t- X -4- I r -4- 4
y— /-*- X -4- ,*>

^

nde huius aequationis, quae cum praecedente conuenit,

* 3 dy z=y d u* (c a u*
x— * -f- afux

~~ %

integrale erit

“ tt
X r-*-V(l4-4iT) —**„X -/—A-4V(H-tfl -t-Z-X+yfl-tMH)

.7—

e

x tt * fe * x *x 3Ar(tf-jr) *x

tbi necefic eft fit n !> o et y > o. ..

» - v. ~~ r

Exemplum 5.

1045. Si ponamus y—fdx{aa—xjry^cofiaa**

,

pojtto pojl integrationem x ~ a ,
vt y aequetur certae junttioni

ipfius k, inuenire aequationem differentio - differentialem
,

cui ea fa-

tfsfaciat.

Cum
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Cum fit
- • ‘

~— a X «X—I/ jr 9 ^ (a a— ac jr)*
““ 1

fin. a ux x , et

*l2-fx dx(aa-x x)*~' [-aX(X-i)ax~*fin.«axjf-aaXXa*x
“<

jfCof.aa
x
jf].

Hinc erit ELI Ny ~j«* mu ^

r., _ 'y-ifi
| Ncof.ai<

xjr-aXM«x
“I

jrfin.a/?
lx-aX(X-i)Lwx“,

Ar(In. aux)
j(aa xx) x

| -aaXXLuiX~ axxcof. aux x. )

Fingatur integrale —(a a— x x)* fin. »Bx jr, quod euanefcit

pofito tam x zz: o quam x == a , reperiturque comparatione

inftituta

L = u~ X -4- *

,
M ~ 2 X v — X

-
1
a~ x+I , N — a a a u\

a X X a X X

Quare huius aequationis

^f-+-(2Xy— X-+- + =o
integrale eft

y =fdx (a a— xxy~~* cof. a ux x.

Corollarium i.

X04<r. Si ergo fit K= et a— \ t huius aequa-

tionis

“»+ ««' l-V= o

integrale eft
— x — i

y —/9 x (a a— x x) * * cof. £ kx x ,

fi quidem poft integrationem ftatuatur x == a
,

integrali it*

fumto vt euanefcat pofito x — o.

Corollarium 2.

1047. Si igitur fit
— X — 1

X~ , huius aequationis
* X

zzi numero integro, feu

ddj
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— i i— 4
39/+ a(/a 5, -t“ = o

,

integralc eft

y z=zfd x (a a — x *•)' cof. \ux x

quod reuera exhiberi poteft. Prodeunt fcilicet cafus integra-

biles fupra indicati.

Scholion.

1048. Cum pofuerimusj' zzz/Vdx, exiftente V fundio*

ne quacunque ipfarum » et r, quarum autem in hac integra-

tione fola x vt variabilis tradatur
,

non opus eft abfolute in-

tegrale ita determinari, vt euanefeat pofito r~o, fed firfficit

vt certo quodam cafu x — b euanefeat
, quo fado fi porro

ponatur xrzza, vt y aequetur fundioni cuipiam ipfius a, quam
per quadraturas aflignare licet , quandoquidem -hic integratio-

nem formularum fimplicium nobis concedi iure poftulamus.

Atque hic valor ipfius y per a expreffus integrale exhibet cu-

iusdam aequationis differendo - differentiatis

vbi autem neceffe eft, vt haec formula

+ V]

integrari adu poflit, quod integrale itidem ita cft capiendum,
vt euanefeat pofito x = b

,
tum vero pofito .v = a , id fiat

= U.

Problema rji.

1049. Si fuerint P et Q fundiones ipfius x , at K
fundio ipfius a, ac ponatur

.r=/P 3 .r(K-t-Q)»,
t -

integrali ita fumto vt euanefeat cafu x~b
, tum vero ftatua-

tur x a, vt pro y prodeat fundio ipfius a, inuenire aequa-

tio-
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donem differendo - differendalem inter y et «, cui ille valor

ipfius y fatisfaciat.

Solutio.

Sit 3 K = K' 3 u et 3 K'= K" 3 «, et ob

y— f(K-*-Q) n Pdx, erit
J2 —fn K' (K n-Q/^Pa*,

ac denuo differentiando

IJ? =/[»K" (K+Q/"
1
-f- n (»- 1) K'K' (K+ Q)"“] P3*,

irnde fi J>, M, N denotent fundiones ipfius », erit haec ex-

preffio k^2-h ^L+ N^=yPa Jr(K^Q/-“»X
[N (K -+-Q / -k nM K" f K-t- Q ) - nL K" (K+Q) -t- n (n— i ) L K'

__ rp^K.n^-»|NKK+«MKr+ «l KK"+nCn-i)LK'K'\—
j H. 2NKQ-+-»MK

/Q-+-«LK//Q+NQQ i’

quae cum debeat efTe integrabilis, ftatuatur integrale

R —f— Q/ 1

-f- Conft.

Ita vt euanefcat poftto vt ante x — b, vbi R fit fundio ipfius

x tantum. Cuius formae differentiale quia eft

(K -f- Q)— [K 3 R Q 3 R -+- (n— i) R 3 Q]

,

oportet fit

[NKK + »M Kr+ nLKK" -t-n (n— i) LK'K/

] P3 x

+ (»N K-+-nMK /-f-nLK/0PQ5Jf^-NPQQ3x
= K3 Rh-Q3R+ (b — i)R3Q.

Hic ergo duplicis generis termini adefTe debent, alii ab u

plane liberi, alii vero fundione K .affedi, quos deinceps fe-

Orfim aequari conueniet. Hunc in finem ponamus

N K K -t- «M » L K n (n— i) L K'K'= A «K,

aNK + flM^+BLK^B+ pK, et

N m C —f* y K»

- Vol. IU I i Ex
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Ex biois prioribus elidendo M colligitur

— NKK-+-«(*-i)L K'K'= A-faK-

vnde ob NnC+yR, concluditur

j
A -+- la — B) K — ( p— f 1H K -»- y K»

B K — p K K,

n ( n— i
) lv' iv'

B -4- B K — i v K — nl«"
hincque

M —
rt

ita vt ex fundione K litterae L , M et N, determinantur, dum
A, a

,
B, p, C, y conflantes quascunque denotant. Nunc

autem fuperefl vt efficiatur

(A+ «K) P d x -h (B -4- (3 K) P Qdx -h (C -*-yK) PQQd*
— KdR-f-QdR-f-(» — i) R d Q,

Tnde duplicis generis terminos feorfim aequando, fit

P ^ r (A —{— B Q —1— C Q Q) — Q 511 *f- (jb —*i) R
Pdjr(a-+-(3Q-byQ.Q) = dR> ^

ideoque
A ,4-ro g,— r> _!_ (« — T>K 3Q_ f

1'tLc V~ ’

i(n — *-HB~ ^)Q.+ tC-^tg,g— erprk
<# K a-1- (3 Q^-f- > y^y,

* o

3R — (» — JQ.f> -4
- P y.-t-v £.£.)_

K "A -4- ( B — a
)
y,-t- c — pT^Jt— 'Ri,*’

Vnde ex fundione Q fundio R definitur: tum Tero erit

P3x= Lg
—

)

a -t- i b — u
)
y.-+- ic —

- p ) y,y,— y y,»

Abeat iam integralc illud R (K -f-Q/— x
-f- CodU. in fondio-

nem U, pofito x — a, ac valor initio affiimtus

, — r f» — I) R d Q (K -4- Q )*

J A -f- (B — a) Q-f- (C — (3) QQ— yQ9 ’

erit intcgrale huius aequationis differentio- diffierentialis

Lddjr-t-Mdudj-*- Nj d u
1 U d a*.

Corol-
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2jr

CotoHarium i.

rojo. Cum pro Q fundio quaecunque ipfius x acci-

jJi poflit*, nihil impedit, quo minus fumamus Q— x. Tum
fgirur quaeri oportet R ex hac aequatione

i R in — i)3» (g-t-pjc-4-7xac)
k A-t-lB— a) * -*- {C — (3) xx — > x* ’

eritque pro K fundione quacunque ipfius u adunata

, v r R d x -4- .v ,

n

y— (n— i)/
.

A —1~ (B — a) x —j— (C — (
3) x x — 'y a*

Itr qno, integrali ita fumto vt pofito x — b euanefcat, dein-

ceps ftatui debet x — a.

/... ' Corollarium 2.

1051. Ex fundione autem K aequatio differendo-

differentialis ita formatur, vt fit

T A — (B— a) K -MC— (31 K K -4- 7 K* ^ „*L
TfiT- T)Tk'

0 u »

M — n-(.c-3)K- L7_K ?, du_ Lj^K
et N — C-hV K.

Deinde in expreffone R (K -+- x)n
— * -+~ Conft. ita conftituta

,

Vt pofiro x — b euanefcat, ponatur x—a, et fundio ipfius

u inde rcfultans vocetur U, eritque aequatio differendo- diffe-

rentialis

L d dy -t-M d udy Nj' d u'
— U d a*.

Corollarium 3.

1052. Si expreflto R (K -b x)""” 1
-+- Conft. ita fic

comparata, vt vtroque cafu x~b et x~a euanefcat, feit

potius hi termini integrationis ita conflituantur, vt hoc eue-

niat, formula pro v aflumta fatisfaciet huic aequationi

L 3 r)y -+- M d u dy -+ N y d tf
~ o

,

quae fi deinceps in alias formas transmutetur, earum quoque
integralia affignari poterunt. ,

•

lia Pro-
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Problemaj0ig2.
1053 . Si fuerint P, Q functiones ipfius ar, at K fun-

dio ipfius «, ac ponatur y~feK
$-Pdx, integrali ita fumto

vt euanefcat cafu x~b , tum vero ponatur x~a, et y ae-

quabitur funcfdoni ipfius a, quae fathfaciet cuipiam aequationi

differentio-differentiali
j
quam inuenire oportet.

Solutio.

Cum fit y d ar, erit

et il2— fe^^Pdx (K"Q+ K^K' QQ),’

vnde fit

+"
*/ -H-N>=/** VPdx (N+M^Q+LK^Q+LrWQQ),

cuius integrale ftatuatur rK 2-R +• Conft. quae exprefllo euaucs*

cat pofito x~b
, fierique oportet

dR +- K R 3Q= P dx [N -b (M K'-t-L K") Q-*-L K^K'QQJ ;

et ob rationes ante allegatas faciamus

LK/ R/=A^«K; i MIC/+LK'/=B-4-pK, N= C-*-yK,’

etitque

atque obtinebimus has aequationes

3R = Pa^(C + BQ+AQQ),
R3Q-z:P dar(y-f-(3Q-+-aQ Q)

,

vnde colligitur

i* —
k y -t- (3 ^-4- a >

inuentaque fundionc R, erit

, ' P A V — * — .

y+ p

Itt Vt fit 1 . , u . :

ras
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* r= fel & R3 2- .

Si iam cxpreflio e* 2-R -f- Conft. pofito x"zza abeat in fun-

flionem U, aequatio differeutio - differentialis, cui hoc inte-

grate conuenit, erit

L d ay M a u dy h- Ny d u' = U d «\

Corollarium i.

1054. Hic pro Q feribere licet x vt ante, vnde fit

H ix (C + B x-f-A xx)
e j y

— r.Kx R a x

y
K * J ~

J

* 7+Px-^-a**’

et U oritur ex forma f
Kx R -4- Conft. pofito x — a. Valor

autem ipfius R, pro ratione coefficientium a, p, y varias

formas induere poteft.

Corollarium 2.

1055. Pro K autem quaecunque fumflio ipfius u ac-

cipi poteft, a cuius indole aequatio differentio - differentialis

pendet. Erit autem

l = a u*

,

4 ' — <±±^1̂ 21 *, et N~ C + yK,
Vnde aequatio differentio - differentialis eft

(A-i-iKiajJ t B K ) f A' -4-

££ y K) J— U.

Corollarium ?.

10$ 6. Cum hic etiam u ex calculo excedat, perinde

eft cuiusmodi fun£io eius pro K affumatur, quin etiam fine

detrimento amplitudinis poni poteft K — «, dummodo ratio

elementi, quod conftans affumitur, habeatur.

Scholion 1.

1057. Si ergo fumatur K — u, atque elementum d u

fumatur conftans, vt fiat ddKzzo, hinc ifta aequatio con- •

' I i 3 ftrui
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ftrui poteft

(
(B-*-(3ii) J> ^ 1 -u y f/)y

—
7 fT,

exiftente U eiusmodi fundione ipfius k, quam defcrrpfimus^

Simili autem modo ex praecedente problemate conftrui poteft

haec aequatio

[A—(B-a>-*-(C-p)K«-Hytt3]^-Hr»-i)[B--(2C-p)a-2y«a]^

-*-«(»— i)(C + yi(); = U,

quae aeque late parere eft cenfenda
,

ac fi fundionem quam-

cunque ipfius u loco K fcripfiifemus. Hinc enim loco u fcri-

bendo fundionem quamcunque ipfius t, ac d t pro conflante

fumendo, omnes illae formae deriuari poflunt. Ex quo haec

aequatio multo latius patet illa, quam fupra in genere per

feries infinitas refoluimtis. Plerumque autem hae aequationes

ita funt comparatae, vt earum integratio aliis methodis expc-

diri haud poffit, quocirca haec methodus omnino digna vide-

tur, ad quam vlterius excolendam Geometrae omnes vires in-

tendant.

Scholion 2.

ioss. Tn inueftigatione huiusmodi conftrudionum ita.

fum verfatus, vt primo quafi per conieduram formulam quan-

dam differentialem fVdx — y , in qua V erat certa fundio

ipfarum a et jt, vbi autem u vt conflans fpedabatur, afium-

feram, indeque dato ipfi x valore tributo pertigeriin ad ae-

quationem difFerentio- differentialem inter u et y, cui formula

illa afiumta fatisfaccret. Hic aurem obfcruandum eft illam for-

mulam integralem non prorfus ab arbitrio noftro pendere, fed

certa quadam indole praediram effe debere, vt euolutione fa-

da res perducatur ad aequationem differentialem fecundi gra-

dus. Quamdiu aurem hanc cledionem foli coniedurae per-

mittimus, perpaucae huiusmodi formulae menti fe oflTerunt ,

quae
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quae ad 'copum propofitum perducunt: multoque minus fpe-

rare licet, vt hoc modo vnquam ad datam aequationem dif.

ferentio - differentialcm perueniamus, cafuique potiffimum tri-

buendae videntur conftrudiones, quas hic tradidimus. Cum
igi ur longi me adhuc fimus remoti a folutione problematis,

quo propofita quadam aequatione diflferentio-difFerentiali quae-

ritur formula illa eius integrationem (uppeditans, quod pro-

blema, an vnquam folutionem fit nadurum, admodum incer-

tum videtur; eo magis opera eft adhibenda, vt faltem pro

cafibus particularibus inueftigationem formulae integrantis ex

indole aequationis propofitae deriuare conemur, ficque quo-

dam modo viam ad folutionem diredam paremus. Ad boc
autem feries infinitae, p< r quas huiusmodi aequationes fupra

recoluere docuimus, vtilirer adhiberi poliunt ; vnde in fequenti

capite methodum exponam ex ferie infinita folutionem cuius-

piam aequationis differendo- dtfferendalis continente, formulam

illam integralem inucltigandi.

CA-
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DE

CONSTRVCTIONE AEQVATIONVM DTFFERENTTO -

DIFFERENTIALIVM EX EAHVM RESOLVTIONE
PER SERIES INFINITAS PETITA.

Problema 153.

1059.

lAopofita ferie infinita

*A +* B s -+- C r* —{— .... -4~M s*
1
~f" N s* —4— etc.

in qua fit B — A, C = L^B, D = i^±|C, et in

genere ' N — M, eius fummam per formulam fote-

gralem exprimere.

Solutio.

Ponatur fumma quaefita ” z , ita vt fit

zrrA + B; + Cj' + Dr3 Mj'-1 -+ NV -+- etc

eritque difFerentiando

i~- z=. oA -+- 1 Br -f- 2

C

r* •+• 3Di* — i )

M

j*

~

1 -+- i N/-+-etc

ex cuius combinatione cum praecedente oritur

-J
-4- h z — b A (« •+- b) B s •+ (2 m -+- b) Cs%

•+• . . .

.

-+•[(/' — 1) w+ /»] M j
(_i + (i ro + Aj N j' + etc.

Deinde vero etiam fimili modo eft

-•
** “

-f- k z i A+ (# + lj B r + (2 a + i) C f' +* ...»

-4- [(i — i) n -+- £] M j
'~ 1 -+-

(J n -+- kj N j' -+- etc.

ergo
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ergo ob

(#-*-£)B~£A, (a»-+*£)Cr=(«-+-£)B, etc. erit

^-~-*-kzz=zk A+i>A/+(w+iii)B/+(i«H-i)C/+ etc.

nde manifefto conficitur

-hkz=zkA-h *ALiS -hhsz, feu
is it 1

s d z (n— w j) -f- z d r (i — bs)z=.k Ad s

hoc eft

9 z -4-
— bf )— * a it

1

i (»— mx) i(* — m j)
*

Cum nunc fit

i 1

1

k — b t ) k 3 s i (m k— nb)3t
t ( n— mi) nt ' n [a — mi) *

aequatio ifla integrabilis fit multiplicata per
It n b— m k

s* (» — m s )
" m~n

?
proditque

» b— m b > > j « b—m k ^
(»-«/) ma S n Z~Akfs* 3j(»—

,

quod integrale ita capi oportet, Yt pofito /^:o fiat z~ A,
quo obferuato habebimus

k m k—nh k
j

nb — mk
jz~Aks *(«—ms) m» fs » ds(n—ms)

Corollarium i.

xo6o. Peculiari folutione eget cafus m~ o, quo fit

d z
z dl 1 * ~ b 1

1

— A k i s

n i ii *

k_ —h i

quae per r» e » multiplicata praebet

— b i Jr — b i k_ j
f » s~* zzzz±£f e » s » d x

ideoque

Fo/. //. K k *=
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h s —k •— h s ft_
j

z — — e n s * fe * x» d s .

integrali ita fumto, vt fiat s — A polito s ^zo.

Corollarium 2.

1061. Cafus etiam »= 0 feorfim refolui debet, ae-

quatio enim

dz-j-zds m s s

b k

multiplicari debet per sm e m 5
, et inuenitur integrale

_k_ b_ k_ b_ 2
ems sm z ~ 5 s,

ideoque

^ —b ^ b_ 2
ZZZZ — fni S m f(ms jm 5 /.

Corollarium 3.

1062. Si fuerit et m ~ o et n zz: o ,• ob Nzz-j-M*

feries noftra erit geometrica, aequatio vero noftra erit

zd s (k— b s)zzzAkd s feu z — ,

vti natura rei manifefto poftulat.

Scholion.

1053. Imprimis hic cafus notari meretur, quo eft irro,

et fumma z fine ligno integrali exprimi poteft; erit namque
b_

(n— m s)m z— Conft.

b

et quia fi jro, fieri debet zz A, erit Conft. r A »«, ideoque

_b —b b_

z zzz A nm (n— 1» /) » ,
feu z zz A (-_

n

CTt )
m

j

vel
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tel etiam
— h

z — A (1 — ”i) ™ .

At vero integratio etiam fucccdit cafu quo k — n, erit enim
* j. A — 2

(

n

— m j)" sz~ Anfd s (n — m s)™ ,

h — 1
quod integrale cft r Conft. — Arlljr

,

et quia polito

b_

s— o, fit z= A , erit o = Conft.— . n « ,
hincque

fe _ T T *

2— —An rY_«..vs- 1— ii— —

A

B— |Yi —— )
^— il.

Porro perfpicuum eft, integrationem expediri pofle cafuifer2»,

quo cum fit

A 2 A *
(» —ms)n s s z — 2 An/sds (n— m s)™

erit hoc integrale

h ,
rrConft.—~~(n— -+-^LALfbs(n—ms)n *

vel
A_ 2m

= Conft.~.^C«- WJ)«“ -——2 iAnfn-— ms)m
±-x

vbi Conft. h.

-j A
1 A n~”i

(b—tn)(b— 21»

)

, ideoque
(A— m) (b — 2 ni)

h —2g— iKnn
ff .

n
I (fe— amit i

1*—mliD-riinisi L '11-nu ^ a

fimilique modo etiam integratio cafibus kz=: 3 n, jt — 4 « ctc.

abloluetur.

Problema 134.
ro<?4. Propofita huiusmodi 1'erie infinita

A 2l-t-B 2&K-*-C£#*H-DS)a
,
-+- .... -+-M 2U«'~ , -+- 3?Ni/-+- etc.

K k a coeffi-
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coefficientium lege exifteate

D='-i±5 C .... N=Li=i!=±*M,
3n + k tu-t-k 1

»=l*±;«, e=j?±j®, c=;^e. • x='j^£±!sx,
eius fummam per formulam integralem exprimere.

Solutio.

Pofita fumma

yz= A2l4-Ba5tt-+-C€tt
,
-+-DSD«

I
-l-E®a

4

-f- etc.

confideretur feries hoc modo formata

z—A-+-V>ux~{-Cux‘-\-1l)u
,x %

-\-'Eu*x*-\~ etc.

cuius fumma polito u x — s eft , vt modo iouenimus

— * . m k— nb k
|

nb— m k
jz~Aks »(»_»/) «m» fs* ds(n—ms ) ">*
,

integrali ita determinato , vt polito s — o fiat z =. A.
'

Formetur huiusmodi formula integralis

V —fPzdx~fPdx(A-\-Bux-\-Cux*-)-Dut
x*-h- etc.)

in qua u fpedetur vt conftans, pro P autem eiusmodi fundio

iplius x accipiatur, vt fiat

fPxdx-^fPdx, fPx*dx--^fPxdX) /P x*dx=-® fP x*Bx,etc.

poftquam fcilicet in his integralibus data lege fumtis variabili

x datus quidem valor fuerit tributus. £um igitur hinc fit

/Pxdxr-f/Pdx, fPx^x-\fPdx, /Px’dxz:%{Pdx, etc.

erit

V= (A -f- ^3 u -+- «* -+- k’

-

1- etc.)/P d x>

vnde patet fore

V «V «/ Px 9 x
J JV dx Jt ax *

Quare cum valor iplius z fit cognitus , tantum fupereft , vt

fundio P iplius x conditionibus memoratis praedita inueftige-

tur.
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tur. In genere autem effe oportet

/P dx — /P jr
f -‘ d x =z x*““ 1 d x y

quae aequalitas cum fufficiat, vt tantum certo quodam cafu ,

quo ipfi x datus tribuitur valor, fubfiftat, ponamus in geuere

efle

(iV+^/P^Dxz^tCi— i )p.-f- y\]f?x
ir~ l d x-4-x'Q,

ita vt pro terminis integralibus iit Q= o. Differendando er-

go habebimus

(iv -+- $) P x’ dx— (i p.
—
p. -*• >j) P x

*

~

1 3 x -+-x ' 3 Q-*- i x'
~~ 1

Q.

3

xf

feu per x*~* diuidendo

(iV^$)Px3x:=:(/p.~p.-*-v})P3jr-t-x3Q-t-jQ3jir

,

quae aequalitas cum pro omnibus valoribus ipfius i aeque

fubiillere debeat, hinc duas adipifcimur aequationes

kPx3x— p.P3jf-+-Q3jr, et 0Pjc3x=:(>|—fx)Pdar-+-Ar3Q;

vnde duplici modo colligimus

P3* = _&il_, etP3*=—
*i — h e*—

(

tj

—

fi
j

»

ficque alterum valorem per alterum diuidendo
— t»-+-n-y) feu

gtf* **— *«. '
g, JCI**—JU *

quae euoluitur in

>1— n=*dx-+- d x :

&, H* 1*1»*—I*)

hinc integrando elicitur

ji~ r -+- *

Q— jfK (y x— p.) per Conft. mult.

fen

_ J-

Q~— x* (p.— V x) M»
*+ *

vnde fit

Xk 3 P3x

Digitized by Google



a6a •CAPVT XI.

_5_ xYdx — xn 9jr(|ul— v x') h.* .

Cum igitur fit

(i v -+- 0)/P x* d x =:[ (i— i) jx-f- "kjJ/P v
*” 1 9 x

i -h —— i r i

fi haec integralia ita capiantur, vt euanefcant pofito x ~ o

,

tum vero ftatuatur x z=z , fiet vti hypotliefis noftra poftulat

/ P jr' 9 x= ‘i=i>£^2L/P a-
<- 1 9 r

;

* iv-hi '

at vero in hunc finem neccfle eft, vt fit

i+i- i>o et
#-fc=aj; r+- i > o.

H,
f

|UL V
*

Quae conditio fi locum habeat ,
ferici propofitae fumma ita

exprimetur, vt fit

JJ__ j *H— 1|, JJ__ *H— >1»

y fx h dx(n— vx) k» —%/xh zdx(iJ.—yx) hv
,

exiflente
— > mi — nb JL— t

nb—mk
jz~A ks * (n— wi) m* /j n 9j(»— wj) "»»

,

integrali hoc ita fumto , vt fiat z ~ A pofito /~ o. Hoc
autem integrali inuento, pro s fcribatur ar, et hoc valore ip-

fius z in illa formula fubftituto, quantitatem u tanquam con-

flantem tradari oportet , quoad illae integrationes leee prae-

fcripta fuerint abfolutae, tum enim pro y prodibit fundio ip-

fius «, fummam feriei propofitae exprimens.

Corollarium, i.

1065 . Quia in geminatis coefficientibus noftrae feriei

fimilis lex progrefiionis affumitur, fingulas feries A, B, C, D etc.

et 91, 95, <£. 35, etc. inter fe permutare licet, vndc hac methodo

duplex formula fummam feriei exprimens obtinetur.

Corol-
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Corollarium 2.

10

66.

Etfi fun&io Q non in calculum ingreditur, eam
tamen node oportet, quoniam ex eius indole termini integra-

tionis conditui debent, ita vt pro vtroque fiat Q— o. Hi
fcilicet termini funt x o et x — t

} dum fuerit

*>o et »ii^-h
y

i> o,

vbi i eft numerus integer pofitiuus.1067.

Pro

0 fcorfim funt euoluendi.

Corollarium 3.

fun&ione Q cafus quo vel ju. rr: o vel

Priore quo ja — o, ed

iS,— ** < 1*
—

.11
— *UL— »>?* vnde fit

V XX IX V X * *

_*L 1Q~«'* X» .

Poderiori quo ^o, ed
) xii »-«-a — v|) $ 3 x

&, ~ M-* *

Ideoque

-|-!L=Uf . L*

— 0*

Q= r f*

Jl— 1
XK

Scholion.

1068.

Condru<diones hoc modo adornandae prorfus

fimiles funt iis, quas capite praecedente tradidimus, cum res

etiam ad formulam integralem huiusmodi fVdx reducatur,

in qua V ed fundtio binarum variabilium u et x, quarum illa

autem u in ipfa integratione condans reputatur, pod integra-

tionem vero ipfi x datus quidam valor aflignatur. Verum ta-

men haec condru&io ad cafus in fuperiori methodo non con-

tentos extenditur, quandoquidem fieri poted, vt quantitas s

fumdiones maxime tranfcendentes inuoluat. Viciflim autem

vidimus, methodum praecedentem ad eiusmodi aequationes

appli-
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applicari pofle, quae per feries, quales hic tradtamus, euolui

nequeant, vnde in Analyfin ex hoc fonte haud contemnenda

incrementa hauriri pofle -videntur.

Problema 135.

1069. Fropofita aequatione differentio- differentiato

x x (a-hb jr
n
) ddy (c-*-ex

H
)
dxdy-t- (f-t- gx*) r d x' =. o,

valorem ipfius y per formulam integralem conftruere.

Solutio I.

Hanc aequationem fupra (j)d7.) ita in feriem euolui-

mus, vt pofito

y = rx (A+ B x* 4- C r,n -(- D r5 "+ E r”1+ etc.),

primo exponenti X tribui debeat radix huius aequationis

X (X— 1) o X c -1-f — o

,

tum vero pofito breuitaris gratia

X(X— i)i-f-X*-f-g — b fit

B — — b A,
'n — i ) a c|

p — n n b— («X— i)wb — ne —

h

g“ an l»n a + (»X^— l) o -f- c]
*

T") — — 4nnb — » 1 a X —- 1 1 n b — an f — b ^
3n Ijno -+- (* X — i ) « -t- c]

*

ideoque, illius feriei pofitis binis terminis contiguis indefinite

M 4- N x ”1

,
generaliter

kt — (i — i

)

J n n 6 — («X — i)(» — i)«b — ll-t)n» — h jyf
A

i n [i n«-H*X — i)o-j-c]
*

vbi cum denominator iam habeat fadores , quales ante aflum-

fimus, numeratorem quoque in fa&ores refoluamus, quo ni-

hilo aequali pofito inuenitur

(i-«)»=-{(*x-0-n±v'[5
feu

0-0
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cap vt xr; 4<J$

(*“ — ~ ib±~B V[(J> — '0*—
g).

Ponatur brcuitatis gratia

vw-o*— +**]=*,
?t At £

(r— i) n =z ^.zr^A ,'

et noflra relatio fiet'

—\fi— \ >nh +V •x‘k—\')b-*-le—\q'\\n—\')nb+\(z\—
I» — :

——-— — -M.mo \ina - — ij a-^-c\

Ponamus iam xn=u i et feriem inuentam ita rcpraefen ternus

^zziASl-t-BS^w-t-CS «*-+-, .... + M5DI a
/—

1

-+- N 9J u*-*- etc.

horumquc duplicium coefficientium lex ita fe habebit

N — ^ t) n b j (2 X — 1) b i e— * ^ jyj et— in b

gj
fi — O » A -+- { fa X— i 'i b -+- i f l 9

5N.m a -t-(u — 1 ) a -i- c

Cum igitur haec feries fimilis fit ei, quam ante conftruximuSy
comparationem inftituamus, et habebimus

vj — n b , h i f 2 X— 1) b — | c —- i 9

1

n — — n b, et k~ o:

[a. zzz n by >) zz: i (2 X— 1 ) b -4- j e -1-
, q ,

v~n a
, et 0 zz (2 X

—

i)a-\~c.

Primum ergo quaeramus quantitatem e, et ne littera * ambi-
guitatem creet, loco litterae x in praecedente problemate vfur-

patae vtamur littera /, fitque u t =z s, et quia eft k=zo, erit

per §. 1063.
— (t\— 1) b— r+ q —(i\ — t)S— t+ q

z ~ A (1 -h s) • = A(i-hU() b •

rVol. II. L 1 Hoc
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966 'CAPVT XI.

Hoc valore inncnto tradetur in fcquentibus integrationibus quan-

titas u vt conftans, et cum quod fupra erat y hic fit — , et f
xK

quod fupra erat x, erit

y ± j
Iu.— T» 3. — X >>«— n»

p' tfi dt(fx-vt) ** =2l/t* za/Cjut-vO ,

vbi cum fit u~xn
, hic valor ftatim pro u fcribi poteft, vt fit

— (»X — ) & — r -t- q

z ~ A ( i -f- x* /)
tnb

,

et in bis integrationibus littera x vt conftans fpedlari debet»

Quodfi autem fuerit

-f- i > o.i H- 3- — i > o et

haec iiitcgralia ira capi debent, vt euanefcant pofito >f

quo fadlo ipfi t tribui debet valor t
— * — Cum vnitas

fit minimus salor ipfius i, 1'ufficit vt fit

>o, tum vero + i> 0*

Nunc vero cum
»1

J
*u — >!»

ft» dt(lL-Vt) ,

fiar quantitas conftans, pro / autem eins multiplum quoduis

noftrae aequationi aeque fatisfaciat, eius iutegrale ita expri-

metur
2> i

-*#•— v»

^rrrCx*/*'1 «a/(jx— v;) w*
a

-exi (lente
— (« X— i ) b— e -4- q

Solutio II.

107X. Si coefikientes geminatos inter fis permute-

mus, vt fit

m -
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m — nb, b= l(z\— x) e -f-J

n—na , k— (2 X—

1

)a-i-e y

\^ — nb, vj= i (aX- — lq 9

v — n b

,

6 — o,,

fumaturqne X ex aequatione

X (X— 1) a —1— X c -+f zz o.

Primo ponatur xn tzzs, et quaeratur z vt fit

— fc mk-ih k
J w

f

1— n, ^ yz~Piks n
(;n—ms) fs' d s (n — m s) *“ 9

integrali ita definito, vt pofito r— o fiat z — A, qui qui-

dem valor A eft arbitrarius, tum fpe&ata x vt conflante erit

!L — 1 — >1»

y — CxKfi v‘ zdt({ji — yt) * *
,

integrali ita fumto vt euanefcat pofito tzzo; tum vero fa<flo

I—*, fi modo fuerit ^>0 et r — ^>0, ob 0 — o i vbi

notetur z per hanc aequationem differentialem definiri

3 z A > — r 1 > — tt)
3 s s lu— m j J

*

Solutio III.

1072. Per feriem defccndeutem aequationem propofi-
tam ita refoluimus , vt pofito

y z=xx (A -f- Br‘+ Car“ a " +Dr J * -+- etc.)

exponens X definiri debeat ex hac aequatione

X (X — i)£-t-Xr-f-g — o,

tum vero pofito X(X— i)a+ Xt — b, fit

B = ~ b A
a [n b — (, X — 1 1 6 — ej 7

C — r ” n — Mn " — nc — n
an |.aaC— (ia— — *j

*

Lia et
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et generarim
-(/«"iPna -4-<i\— i );< — i)na-f(>— — b if

f ii a b— ( 4 \—- t)6— <•]
* *

quae aequalitas pofito /[(ff

—

c/ — 4. af]
—

/>, ita per fa&O"
res exhibetur

n

—

—r*— 1 )»*— 1v—j^r/—T>g—irax-Qg-;^^] •

lhu\jtib— (2 A — 1 ^ £— tj

Quodfi iam ponamus jr
-"1 —

«, et talem leriem conftituamus

^^=A2J-+-B33«-*-Ce«a
-+- -f-MSJl^-f-K^H-etc.

erit

N (/— t')» a — | (i X— 1 ) /7 . I t

g>— r/— iW-{f*x — i) fl — U-K jtgrc
• — ^A — i) b — e

5

et habebimus comparatione inflituta cum conftrndione generali

m ~n a, h ~ — | (2 X— 1) a— i e— \p y

n ~ — n o, et k — o,

fC fl 3 y V)
S ( 2 X I ) O i C -f- i p |

v ~nb, et 0 — — (2 X— 1) b — r.

Hinc pofito s — u t ~ x "1, erit

“* —

s

( *rA(!+(j" -A(i+r # i)",
quo valore innento

, fi iam lola quantitas t pro variabili ha«
beatur, orietur haec conftru&io

5. — 1 i»—n»

j=Cxxft* z dt Cjul— v t) **
,

vbi termini integrationis ita funt conftituendi, vt vtroque fiat

H »H — r)v
_j_ j

^(p— yt) •»» — o.

Solu-
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Solutio IV.
1*703. Hic etiam coefficientes geminati permutari pof-

funt, vt fic

m ~n a, h~ — ,'(2)1-1)«— i <• 4- J p,
n ~n b, k — — (2 X— 1)b— r,

\p. — na, =— i (2 X

—

i)a— ic— lp,

v
— — n a y et 0 ~ o,

fumtoque vt ante X ex aequatione

X (X— 1) b -4- X e -f- g — o ,

et pofito V [{a— f>* — 4 fit./rar”** #, et quaeratur

a ex hac aequatione

«) z A h— z (> — b s)

d s 1

1

» — mtl *

ita Tt pofito s-o fiat z~ A, vnde fit

— * mk — nb L — X
nb—mi

£
z-Aks n

(n — m s)
m

* fs* ds (n—m s)
m *

,

tum vero fpeftata x vt conflante , erit

2L 1
* *- — t,

y - C xx/1+ z d t (/x— v t) * ”
,

vbi bini termini integrationis ita fumi debent, vt vtroque fiat

i» <m.— x
• l '1 (ja— y f)

** * =0,

Scholion.

1074. Singulae hae conftrutfiones pfcrumque pluri-

bus modis exhiberi poffunr, cum non folum X duplicem va-

lorem habere queat, fed etiam formulae radicales p et q fig-

no atrbiguo gaudeant. At hae conftrudiones alio modo ne-

gotium conficiunt atque praecedentes, quod quo clarius appa-

reat, confideremus aequationem

L 1 3 x x

\
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xx(t -xx) ddy-x (i-*-xx) dxdy+xxydx'= o f

'

ita vt fit i, b~ — x, c~— i, t- 1 ? /- ° et S~ x *

atque » — 2 ;
vnde pro duabus prioribus conftrutfionibus ha-

betur X(V-i)-X-o, ergo vel X — o vel 2, tum

vero q — +: 2. Conftnuflio ergo prima dat X ~ c
,
m r— a,

fc
— + i, a, k-O, p. r:— 2, ''I

= ±: 1
»

6 —— 2;

vnde colligitur

«-(i-f-xxt)^% et y-Cfi** «3/(1 H-f)—* •

* 3 f

Valeant figna inferiora, vt fit

s = /(i-*-xxO et j = C / (l ^W«c
Quae formulae quomodo fausfaciant, videamus. Sumta nem«

pe fola x variabili, fit

3z v f 3 3 z t

• ai

liinc

y t1

x t a r

,r( . a a z
. et .

—

-* x x 0 a x*

et

(1 +xx</

a a^ _ « ^ » a 1

a*

"

= C/-t 7 *
l®(l +//(l+ XXf/5

1 = C/>
^(x + iJV+xjr//

vnde conficitur

, 33 v . N 3 v « r xxr)t(\—xrtt) ,

xx(i -xx)—-x(h-xx)- +xxjcC/ - 3*
a * a* ,*

( . +{;(. +xx/;

cuius formulae integralc eft
ir * * vt

T -7-, i
quod cum euanef-

cat tam cafu t~o quam cafu t~ 00, cunftrudio nolUae ae-

quationis

y P r r r f r M
** ' (i -r • ) V . ( 1 -r 1 ) 'u O • i 1* -r ti’

ita confici debet; fumto x pro confiante, integratio ita infii-

tuatur, vt integrale euanefcat polito < = 0, quo lado ftatua-

tur
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tar trreo, et funftio ipfius x, quae pro y prodibit, fatisfa-

ciet aequationi propofitae.

Sin autem fecundam conftrudtionem eligamus, fumta

X rr. o, erit m ~ — a, h - ±i , n~ 2, £ ~ — 2 , p rr — 2,— v rr 2 , 0 rr o , atque 2 ita definiri debet. ex hac

aequatione
3 z «_ — « A -* » n x>

Jl " ’

exiftente i = ar x /, vt pofito /:o fiat 2 r A.

Valeat fignum fuperius, et cum fit

*

multiplicetur per
» ^(1

*= A

• S|l *)

Vi 1 «

)

i ( * -«- *»

eritque integrate

H — ( onft.—

•

7 « s C 1 — * 1

A x
^

1 -4- V ( 1 »

|

_j B x

feu

7 (i *) Vi V < * — * •
3

quae pofito s r o dat 2 r A, quicquid fit B. Deinde eft

J— Cft*
'
X
zdt(t -+- /)

* feu j—
qui valer quomodo fatisfaciat haud facile oftendi poteftj hoc«

que magis ifta methodus excoli meretur.

Exemplum.
10*75. Conjtrufliones aequationis differentia- differentiatis

xx(i-xx) ddr — x(i -hxx) dxdy-bxxjdx'=0

tx praecedente problemate oriundas exhibere.
*

1

Ob nz~2, am, b—— 1, e~— 1, er— t, /r o, et

i ,
pro prima conftru&ione habemus vel X— o vel X - 2,

vnde obtinemus.

x.) Si Xzro, vt modo inuenimus

•—-*a, /> = +1, »-2, Aro, ftr— a, =± *t

vr a, 0 =— 2, vnde fit

s=

i
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z-(t-t-xxt)** et y-QfC 1 1
(t-f-r)—

* *

#

ficquc duplex oritur conftrudtio

altera z-Y(x+xxt) ety-C/—^L—
)9

altera * -

,

v'i«-r-**h
ww ' iVui+tr

2.) Si X — 2 ,
erit ob ^r+ 2,

m = — 2, h ~ — 2+1, « r 2, jfcro, ju. r
r 2.

i- 1
sdf (1

= — 2 ± » , ^-2,
rude fit

"" - ~f~ *
__

z ~ (1 ~*-xx t) » ,
et y~Cx*ft

Ccque duplex habetur conftrutfio

altera 2 = (1 -+- x a t) * et y= C jr*/ * 3t

ffi-±£
2 t

altera 2 = (i-f- x * 0
“

* et y= C

Pro fecunda conftruflione generali habemus:

3.) Si Xrro, permutando illos indices,

m~— 2, h~-± 1, »-2, i = — 2, jjl r — 2, ^
r“ 1 ^

vm 2 , 6 — o,

vnde pofito jrjc/rrr, primo quaeratur 2 ex hac aequatione
9 * — s A -4- Z (* ;£ t)

i *'
p^I1

, vt pofito t:o fiat z~ A; tum vero erit
*»(*--»)

y— Cft- i “ 1
2 dt (1+ tf~

\

'Hinc ergo nafeitur duplex conftru<ftio

et y = C/
altera |5=

* sr
i , I I)

‘ *< — r I

V' t 1 1 -t- ()'

r* rz dt (! -M)
et J= C/

»* a (1 • t- S)

4.) Si X =r 2 habebimus

W - — 2 , b - — 2 -± I , « r 2 , k~ 2
y
(U.-^2,

>} r — 2 ^ 1 , vz 2, $ ~ o 9

pofito*
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pofitoque X x t — s, vt ante, quaeratur z ex aequatione

— “ *. A z [» -4- u -t- ) eritque
it i s ( 1

4- 1)
7 7

y = Cx'ft~' z dt (i -+-*) ~
i

ideoque etiam duplex conftru&io elicitur

zil -/t
altera g= *

".T,

altera f-5it
iz. » A

—

cty= Cx/^ Z i t

ideoque

~ ^ 7 rui+ti

Ex folutione tertia colligimus primo

— A (A— i) — X 4- i — o feu X X ~ i,

X~ ^ i et
— quare

5.) fi capiatur XzrH-i, erit

tn—12, b

—

1, n —— 2, k — o
y ix—2y n~+ 1,

K ~ 2, 0“2,
hincque

z = (1 -4-^)- 1
et y — C xft~'

“ 1
z 3 t (x -t- f)~

1

ita vt iterum duplex habeatur conftru&io

altera z (x x -i- l) tt y = C Z it

altera z=
y t jc j: -t-t )

et y =. C xf
z)t

f y» n -Mi'

6.) Si capiatur X— — 1 erit

m — z, iiiJ + i, n =— 2, k~ o, p. =: 2, >] =: 2 1,

— 2, — 2,

hincque

vnde binae conftruftiones fluunt

Vol. II. M m altera
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altera z

altera z

(xx-\- t)'

. C r s 3 * /

1

. et 7 — _ /
]/(jrjr-hO xJ

-3 C r*'= lJ

V ( 1 + 0
z 5 1 y c* o

v'*

Ex folutione quarta denique concludimus

•7.) Si X — -+

w ~ a, + 1, — a, k— 2, [x = 2, y\ —
y — — 2, 0 — o.

Polito nunc /irli, quaeratur 2 ex hac aequatione

3 s — iA-4-z(«hP*)
a I

1

a I (I o 3

vt polito r zr o fiat «nA, tumque erit

y
- C xfF 1 " 1

z 3 ((* + »)- !

.

Tnde duplex conftruftio

altera i* = -
di ani-fj)

et y
— C

altera f* = n1
et y

— C xfis esix-t-s) * J

tVt

Z it

vTTT+T)

'

-+- X,

8. Si X =— 1 ,
habebitur

tn — 2, h — 2 + 1 ,
» — — 2, i—— 2, ju. =: 2,

>)
— 2 + 1, y— — 2, 0 — o,

at pofito ^ — j, quaeri debet s ex hac aequatione

iz -MA— zra-f-|ajr<H]
is ai(i-f-I) *

vt polito s~ o fiat 2 = A, quo fatfo erit

y — ~ ft*~ ' zdt(i 1)~ 1

—*i

ficque duplex oritur conftruttio

altera
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z3t
altera — = *

+

et y rr £-/- —

_

it u|i+j| J x J

altera c t y — £-f.
zi,vt

it a»t i -+-») ^ X J
( i -t-< )V i i -+-TT

*

Omnino ergo fedecim conftru&iones fumus confecuti.

Scholion.

107^. Periculum faciamus oftendendt
,

quomodo hae

eonftru&iones
,
quae magis arduae videntur, aequationi propo-

fitae fatis faciant; atque in hunc finem eligamus conftru&ionem

pofteriorem No. 4. quae habet

dz-h — * 31
,»n> + «) t{ 1 -t- 1

)

1

haec per s -/

(

i-4-j) multiplicata praebet integrale

' 2 / (n- s) = Af~ZL—- 2 A / (1 + i) + B, feu

2— — -+- —
,

-
B

.

Iam vt pofito j= o fiat z~ A, debet efleB-— 2 A, vtfit

2 » A f -1] t A i_A

l/H-t-t) i XX tXXl/ll-ht XX 1

*

Hinc fit

et
/ 3 a \ — 4 A 2 A (2 -4- 3 t x x)

\ d x / t x3
.-3/' - \«
t x3

(1 -4- 1 x x)

(

d dz \ j 2 A

d x* ) t x4

t x4 (i-W * x?

Cum nunc fit y — Cf erit

<U#)=*cJ CSS),

hincque

M m 2 *
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*(i— **)*{£— xCi+xx)l2+ xxy=z
dt, r d>

V /;(i 0

/2 A x x 2Axj^C*++lxx-*-!}nxx)\

' * . r^> . \« /

quod integrale efi

— 4 AC x x / (1 O
Y t

t^-htX x)*

4-ACxxY( J -+-t)

(1 -t-t x xf Y t

_ 4 A C ar x j/ C 1 -+- 0
71 (

—

5—->-)’
\i -+- tx x)'

'

ct hac forma exprimi poteft

— 2 C x4
[3 z-hx (i5 )] / »(i+»)

vel etiam hoc modo

Expreflio autem ifta fit r o , primo fi f
— — 1, deinde etiam

fi /no, vnde valor pro y inuentus

y— D f 21 f 1 1
'JJ yu -1-J * x)'

ita per integrationem definiri debet, vt euanefcat pofitcr f~o;
tum vero ponatur t—— 1. Vel pofito t~— v erit

y — D f (J J d y v ( 1 — v) ' 0Vii — vx x) J

integrali ita fumto vt euanefcat pofito 0= 0, tum vero fafto

v= 1.

Exemplum hoc fufficit ad ofiendendum, quomodo con»

ftru&iones exhibitae aequationi differentio - differentiali latisfa-

ciant; interim vero fi quantitas z tranfcendeoter, per Iogarith-

mos fcilicet exprimitur, confcnfum nonnifi per calculos nimium
taediofos declarare licet.

Pro-
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Problema 136.

1077. Pofito y — C/(i -b (« -b t x)x d t
, ia

qua integratione quantitas x vt conflans fpedatur, integrali per

terminos deinceps inueftigandos definito, vt y aequetur certae

fundioni ipfius x, inuenire aequationes differendo * differentia»

les formae

L x x X?

M

x . H- N/= o,

cui ea fundio fatis faciat.

Solutio.

Cum fit ex principiis ante ftabilitis

= C/X t (1 h- 0
V”‘ (a -b f d * «t

?**= C/X(X— 1) 1

1

(1 r)**-
1 (n-f- f x)x“* dr, erit

[X(X~ i)Lrrxx-4-XMrx(x-i~rx)-+-N (tf-f-rx)
1

]

—
(N<2n-+-2Nfltx-+-Nf/jrx

C/(i-+-O v "’ r
(<i-4-» x)x

~ * 3 f < -+-XMnfx-4-XMf*xx

( -*-X(X—x)Lftxx)

quae formula fumta x conflante abfolute integrabilis effe de-

bet. Ponatur ergo integrale

C (1 -f- ty (a -4-

1

x)x
~ l (P a a -b Q a t x)

denotantibus F et Q fundionibus quibuscunque ipfius x , erit

eius differenriale

C(r -*-ty~ t (a-+-tx)x~'dt X
[>-(fl-t-fx)(Pnn-t-Qa;x)-+-(X-

1
)x(i+t)(Yaa+Qatx)+Qax(i-htXa+tx)

]

i -4-vPa' -hvQaatx ~+-vQattxx

\-h(X-i)Yaax-i-y?aatx -+-Ch-i)Qattxxi

-Cri-4-rV^'f -• a Q-aax +Qattxx
-W+t) (a+tx) d/

N +(X-i)Qafxx
-*-Qaatx

-f-Qatxx
Mm 3 qua
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>

478

qua forma cum illa comparata , adipifcimur

N r= v P a -f- (X— i)Pjf-i-Qjf

2 N + XM — (k + i) Qa + (X+t'-i)Pa + XQjr
N -\- X M — X (X— i ) L zzz (X —1— v) Q a

,

quarum aequationum extremae demta media praebent

X(X— i)L:=--(X-i)Pa-+-(X— i)Px-+-(X—i)Qa— (X—i)Q*;
hincque

X L r (a — •*) (Q — P) feu L = i (a - x) (Q- P) ,

fecunda autem demto primae duplo, dat

XMr(^-y-i)Ptf-2(X-i)P.r+(i'+i)Qa+(A-2)Qr, feu

XMr[(V-*- x)a-+-(X— z)x] (Q—P)+ X(a—x)P.
Quare fumtis pro P et Q fundionibus quibuscunque ipfius x

t

fi fundiones L, M, N ita definiantur, vt fit

L = i(a— *)(Q-P)
M= i [

(v -f-
1 ) a -f- (X— 2 ) x ] (

Q— P) (a

—

x) P
N~jr(Q— P) -+-()/ a -f-Xx) P,

aequationi differentio - differentiali

L x x d dj^ -f- M x 3 x 5^ -f- N/ 3 x* o
fatisfaciet formula integralis

y— C/(x H-f/“ * (a-ht x)x 3l,

tradata x vt conflante, dummodo integrationis termini ita con-
ftitnantur, vt vtroque haec expreflio

(i -+- ty (a-+-

t

x)x—' (P a -f- Q t x) euanefeat.

Notari autem oportet, hos terminos non ab x pendere debere.
Primo autem patet hanc expreflionem fieri ~o cafu t~ — i,

fi modo fit v o. Deinde pofito t ~ oo etiam euanefeet, (i

modo fit v-f-X— i-hi numerus negariuus, feu j/-$-X<£o.
Quocirca fi fit v > o ct y + integrale

y~

Digitized by Google



CAPVT XI. 279

y — c/(1 4- ty —* (a 4-

1

x)x a t

ita capi debet , yt pofito t
~— 1 euanefcat , tum vero fta-

tuatur t — 00 , fundioque ipfius x pro y refultans fatisfacict
'

aequationi propofitae.

Corollarium 1.

1078. Quoniam fundiones P et Q in formulam in-

tegralem pro y affumtam non ingrediuntur, manifeftum eft

eandem formulam fatisfacere omnibus aequationibus differentio-

diffcrentialibus, quicunque valores litteris P et Q tribuantur.

Corollarium 2.

1079. Sumto ergo Q— P eadem formula Integralis

y = Cf(i -h ty~' (a + t)
x d t

fatisfacit etiam huic aequationi differentiali primi gradus

{a— x) x dy 4- (y a 4- X x)y d x — O.

Huius vero integrale eft

D (a— ar)
x -f- y

y — ,
x*

qui ergo valor quoque in genere noftrae aequationi differen-

tio - differentiali fatisfacit, id quod tentanti mox patebit.

Corollarium 3.

1080. Hic ergo valor integralis

y
— C/(i -{-ty— * (a-{- t x)x dt

fecundum terminos definitos fumtus, congruere debet cum for-

t) r a x y-+

»

mula algebraica y
— i- i , fi modo fit y J> o et

x*

X 4" v ^ Ot

Scho»
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Scholion,

xog r. Parum ergo integratio hoc problemate exhibi-

ta habet in receffu. Verum redudio formulae integralis

y— Cf(x -4-ty~ 1 (a-+-tx'j
k
'dt ad y —_ D (a-x?

eo magis eft notatu digna, ad quam illa reducitur, fi integrali

ita fumto vt euanefcat pofito t~— i, ponatur t~oo. Po-

lito ergo X-+-vm — fx, vt jm et v fint numeri pofitiui, erit

'Ci -4-O
v_I D

-r x\a— xT
Vel ponatur x •+ t = z, erit

z'-'dz D
J (a-.(a — x + xzf'-' x'(q — xf

terminis illius integrationis cxiftentibus z ~ o et z~oo. Ve-
rum etiam haec obferuatio non magni eft momenti, nam po-

fito a— * — u x

,

fit

C r s’
~ 1 3 c D

i-/
(u -t- zf

/ jjV *“* 1 ^ «j

«AH-+-

V- -+ v

- ita integrata vt euanefcat
(u -+- z)1

A
pofito z- o, fi tum ponatur z ~ oo, hanc induet formam ,

u*
1

in qua A quantitatem conflantem denotat ab u non penden-
tem. Pendet autem ab exponentibus jjl et v

, lege ex cafibus

facile obferuanda. Scilicet pofito

z'-’dz _ A
»/(«-+-*) &
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fi fit v == i, integrale illud praebet —
f.
k {u-*-z/• p

et

pofito z
~ oo, prodit , ita rt hoc cafu fit A~J. Si

fJL «
a

fit r— 2, integntio quoque fuccedit. reperiturque A
fi k~ 3 fit -Ar -, et fi v~ 4. fit

ii . ii _o_ iWu 3) 7 *

A —
ja iu. -+- i)(a

i. i. i

K ( ‘ IU* -f * '

irnde in genere concludimus fore

i» —

o

|x ( H-1- OO*"*- • • • • - (H-*-* — •>

Quare integra'ione fecundum regulam praeferiptam inftituta, erit

r 2 3 v— f u /* z*
~ 1

'")
-s

— i J (, */p -+ I p H-

2

p H- 3 p-f-/— i ’ J («-

Quod fi exponens k non fuerit integer, valor ipfius A ope in-

terpohrionis huius formulae per fnftores procedentis definietur.

Quadratura Icilicet circuli ingredienir fi exponens v fracftionem

£ inuoluat , de huiusmodi autem interpolationibus alibi fufiua

Cgimus, neque hic ^ocus efi: hoc argumentum vberius profe-

quendi. Rellar vl imum huius fe&ionis caput, quo aequatio-

num differentio • difierentialium integratio per approximaiione»

docebitur.

Fo!. II. N n CA*
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DE

AEQVATIONVM DTFFERENTIO - D1FFERENTTALIVM

INTEGRATIONE PER APPKOXIMATIONES.

Problema r37.
1

1

1082 .

I^.opofita aequatione differentio-differentiali quacunque ,
prin-

cipia explicare, ex quibus integratiouem per approxima-

tiones peti oportet. ^

Solutio.

Verfetur aequatio propofita inter binas variabiles x et y ,

ac pofito djzpdx et dp-qdx , dabitur aequatio inter quatuor

quantitates x, y, p et y, ex qua q ita definire licebit, vt q
aequetur funtfiotii cuidam trium quantitatum jr, y et p, qua

vocata ~ V, fit ? = V, (eu d p ~ V d x. Kic primo obfier-

vandum eft, integrationem, vt fit determinata, duplicem deter-

minationem requirere, (eu duas conditiones qtiafi pro lubitu

praelcribi pofle, quibus fatisfaciat. Scilicet non fufficit, vt

pofito x~a fiat y— b, quemadmodum in aequationibus dif-

ferentialibus primi gradus vfu venire vidimus, fed aliam infu-

per conditionem adiicere licet, quae fit, vt pofito x~a fiat

etiam p zrr — c quantitati datae. His ergo deierminationi-

bus conftitutis, vt pofito x~a, fiat y rz b et p— c, totum

integrationis negotium huc reducitur, vt ipfi x alium quem-
cunque valorem tribuendo, imieftigentur valores refpondenres

-T' . ipfius
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ipfius y et ipfius p

;

hoc enim fi praeftiterimns , aequationis

propofitae integrale perfetde definiuerimus, vt nihil praeterea

defiderari poflit. Quod cum in genere fieri nequeat, appro-

xiiriationis raoo in hoc confidit, vt ipfi x valor quam n ini-

it um ab a difcrepans tribuatur, qui fit et inqui-

ratur, quantum valores quantitatum y et p a primitiui* b et e

fint dilcrepaturi. Hic pro principio afiumir. us, dum x ab a

ad a w increfcit, etiam quantitatum y et p valores tam pa-

rum miratum iri, vt inde fun&io V nullam variationem no-

iabilem patiatur. Quare fi ponamus, da nendo .r — <7, y ~b
et />=rc, fieri Vz:F, eundem vaiorem F quantitas V reti-

cere cenfebitur, dum r ab a vsque ad n -4- w augetur. Cum
igitur pro hoc inreruallo minimo habeamus c) p

— Fdar, erit

integrando p
— F x -+- Conft. Verum, quia pofito x~a, fieri

debet p
—

r, erit p ~ c -+- F x — F a. Sit nunc x — a -+- w,

atque habebimus p — c Fu, qui ed vaior ipfius p, valori

x — a -+- u refpondens. Denique pro hoc minimo interuallo

erit d y — c d x, incoque y ~ b -y- c x — At, et pro valore

jr — a -j- oj fit ,
qui ed valor ipfius y valori

x — a -f- w conueniens. Quocirca fi valores primitiui fint

xz-a,y—b et p
— ±2 — f, ex iisque fiat V r F, (equen-

tes valores in eruallo quam minimo ab illis remoti erunt

x~a-\-(ji, y — b-+-cti), p ~ c Fu,

qui fi porto vt primitiui fpecientur, ex iis fimili modo per

inreruallum quam minimum progredi licet, ficque tandem pro-

grelTus per interuallum quantumuis magnum innotefeet.

Corollarium i.

1083. Quo minora capiantur haec intcrualla, eo mi-

nus a vero aberrabitur, dummodo quanti ares c et F non fint

nimis magnae ,fin autem eae adeo in infinitum excreicant, ma-

N n a ni-
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nifeftum eft, errorem in quantitatibus y et p infignem com-
cniiium iri.

Corollarium 2.

J084- Si quantitas c vel F fiat vehementer magna,
infernalium, quo y vel p crefeit, pro dato accipi poteft; ita

.pofito c u — erunt fequcntes valores

x zzz o y- , y nn b —f— sjz et p — c —|— .

At fi F prodeat quantitas perrra^na, valor ipfius p intervallo

ninirro (£) augeri lunatur, vt fit FwzztJ), eruntque valores

lequentes ar “ a , y ~ b c
^. et p ~c -f- (J).

Corollarium 3.

io 85 * Si b fit quantitas infinita, pro valore proximo
ipfius y expediet definiri

1 I I CU C U)

y 6 -f c u>
* b b b b *

quae exprefiio vt fit finita, etiam quantitas c infinita fit opor-

tet; alioquin valor ipfius y refpondens non folum ipfi x == a

fed etiam ipfi x ~ a -f- u maneret iufinitus.

Scholion 1.

io8<f. Quoties folutio alicuius problematis pendet ab

integratione cuiuspiam aequationis differentialis lecundi gradus,

•toties conditiones prob'ematis binas determinationes fuppedi-

tare (olent; quarum altera, dum ipfi jr certus quidam valor

x~a tribui'ur, exivit vt y datum valorem y~b , altera

vero vt etiam ratio — p datum valorem p — c confequa-

tur. Quodfi erqo in genere aequationem quandam differentio-

differentialem integrare velimus, integrationem ita inftituere li-

cet, vt pofito x zz a, fiat y zz b et pzzc, quantitatibus e,

b
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c ab arbitrio noftro pendentibus. Interim 'tamen quandcr-

que vfu venire poteft, vt poiito xzzza, valores ipfarum y et

p non penitus ab arbitrio noftro pendeant, fed ex natura ae-»

quationis iam datos valores fortiantur, quibus cafibus defedus

determinationis aliis conditionibus compenlatur. Veluti fi pro*

ponatur haec aequatio

x x (a — b x) d d y— 2 x (2 a— b x) d x dy

-f- 2 (3 a — b x)y dxl= 6 aadx'i

quomodocunque ea per integrationem determinetur, pofito

r~o neceftario fit y ~ a et zz; p — b\ ita vt pro cafu

x — o valores quantitatum y et p minime arbitrio noftro re-

linquantur. lntegrale autem completum reperitur

y — a -b b x -f-
( A B r | x x

o— b x *

vbi etiamfi conflantes A et B pro lubitu affumantur, tamen

femper pofito x— o prodit y~a et p — b. Huiusmodi er-

go cafibus mirum non eft, fi pro dato ipfius x valore
, quan-

titatum y et p valores arbitrio noftro haud permittantur.

Scholion 2.

1087. Expofita ratio aequationes differentlo-diffcren*

tiales per approximationes integrandi, dum per interualla n»i*

nima progredimur, quemadmodum etiam in aequationibus diP*

ferentialibus primi gradus fecimus, certis cafibus difficultatibus

inuoluitur, vt nili remedium afferatur, in vlurn vocari neque-

ar. Primum hoc euenit, quando f— 00, tum enim quantum-

vis exiguum accipiatur imeruallum w, neque ipfius y neque

infius p valorem cognofcere licet. Simile quoque incommo-
dum turbat, fi pofitis x — a, y — b et p — c, funtftio V fiat

infinita, ideoque prodeat Y— oo, quo cafu valor ipfius p noti

N n 3 defi-
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definitur. Deinde etiam cafus quibus Tei c vel F eusnefcit J

feorfim tradari roruenit: etfi enim tum valores ipfarum y et

p fatis accurare offenduntur, tamen quia nullam mutationem

patiuntur, dum mutatio alriore ipfius w poteftate exprimitur,

Ipfam mutatorem inueftigari vtile eft, quo in ptogreftu mi-

nus a veiita re aberretur. Sin autem quantitas b euadat infi.

nita, iatn ar.in aduertimus, loco ipfius \ eius reciprocum *

explorari deberi. Quen admodum ergo difficultatibus ante me-
moratis fit occurrendum, dilidendus perpendamus.

Problema 158.

1088. Si integrationem per interualla inflituendo, pro

Initio cuiuspiam interualli
,

pofito x~a, y~b et p~c eue-

niat, vt quantitas c fit vel cuanefcens vel infinita, integra-

tionem per hoc interualium abfoleere.

Solutio.

Praecedens approximatio dederat y — b c (x— a) t

Tnde fi r~o, increiTentum ipfius y altiore poteftate ipfius

x — a exprimetur, fcilicet y r b + A (x — a \ exiftenre X>i,
reieflisque altioribus po»eftatibus, quae prae hac ob interual-

ium x— a minimum rede conrerrnunrur. Sin aurem fit

e
~

00, vaior ipfius y fin ili modo repraefentari poteft ,

y — b A (x— exiflerte X <£ i
,

ita tamen vt nihilo fit

maior; vtroque ergo cafu eadem inueftigado eft, vt ex ae-

quatione propofna dp — Vdx tam coefficiens A quam ex-

ponens X definiatur. Iam ex illa aequatione deducimus

~ p — X A (x — a)
x~ 1

et

^=:X(X— 1) A (x— a)x
~ t d x y

ac neceffe eft, eandem exprefi.onem refultare, fi in formula

V dx
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V d x fatuatur

y— b -h A (jit— a)x et p — \ A(x— 1

»

vnde euidens eft, fore

t — o fi X £» i, et f r:oo fi X <J r.

Cum iam V fit fundio ipfarum jr, y et p, ponatur vbique

jr — a, nifi quatenus formula jt— a ineft, quae relinquatur,

tam vero y~b y nifi hinc prodeat W ~o vel V~oo; hoc
enim fi eueniat, pro y valor b -t- A (x— a)x fcribatur, fimili-

que modo pro p (cribatur XA(.r— a)
x — *. Rejiciantur au-

tem formulae jr — a porefates altiores prae inferioribus, fic-

que pro V orietur expreftio huius formae C (x— «?/, quae

formulae X (X

—

t)A(x— <7)
x “* aequari debet, vnde tam

coefficiens affuimus A quam exponens X definietur, ideoque

vero proximi valores

r — b -h A (jr — a)x et p X A (x— c)x
— 1

innotefcent, qui eo minus a veritate recedent, quo minor dif*

ferentia inter 0 et jr conftituitur. Cafus aurem quo X~i
per fe eft perfpicuus, atque in praecedente problemate per-

tra danis, cum is fit folus quo quantitas c finitum nancifcitur

\aiorem.

Corollarium i.

io89* Si eueniat vt pofiro czroo, quQ cafu c^e de-

bebat X < i
, fundio V finitum obtineat valorem, cui formu-

la X(X

—

i) A (x— aj
x ~ 1 aequari nequit, cafus per fe nihil

habet difficultatis, et valor ipfius y etiam pro minimo exceifil

ipfius jc luper a reucra infinitus euadet.

Corol-
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Corollarium 2.1090.

Facilius hoc perfpicere licet ex exemplo
dp — 6 x d x, vndc fit

p — c 2 x x — 3 a a — 12
, hincque

y — b -f- (c— 3 a a) (x— a) ~b x* — a1
, feu

y — b — a c -h ia1 -4- (c— $ a a) x x*.

S» ergo conflans c fumatur infinita, valor ipfius y femper erit

iufiuitus folo excepto cafu x — a.
/

Coroliarium 5.

1091. Sin autem fun.to c~ c, quo cafu efie debet

»1, fundtio V finitum habear valorem eurrque adeo con*
flantem, pofiro x ~ a et y~b, ei forirula XtX—ij Afjr-a;*~*
aequabimur funierdo X— 2, et 2 A ~ iili valeri conflanti.

Veluti in pr cccdcrte exemplo fit Vr 6«r;A, Hic Arao,
erirque proxin e r =z b 3 a (x— a)\ quod etiam congruit
Mru integrali inuenro, quod pofito c~ o eft

y— b-Y- ia*— zaax-h x 1 =: b (x

2

a) (x— a/,
quae exprefiio fado jc — a in illam abit.

Scholion 1.

1092. Pofiro tro fu ndio V, fi in ea feribatur x~a
fy-b et p— c — o, valorem nancifcetur ve! infinite magnum,

ei finitum, vel adeo euai efcentem. Prin o cafu, quo fit

V = <*>, vt ei aequati pofi.t X(X— 1) A (X — a x~\ fumto
xz=.a, necefie efl fit X<<2, exiftente X>i; vt autem hir,c
quantitates A et X definiantur, in fundione V feribi oportet

y= b-f- A (x — a'
x

et p — \A (x— e)*— 1

,

itemqjtf x= a, nifi vbi forir.ula x — a occurrit; hoc modo
quia
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quia per hypothefin cafu x~a fit Vzroo, ifte valor pro-

dibit rC(jf — quo collato cum X (X —i)A(x — o)
x ~*

reperientur A et X, dum ne prodeat X <£ i
, qui cafus cum

cp o fubfiftere nequit. Secundo cafu quo prodit V rz: quan-

titati finitae, capi oportet Xzra, fin autem tertio cafu fit

Vzzro, fumi debet X 2, vt eius valor in formula

X (X— 1) A (x—
contineatur. At fi debeat cfle rzroo, fieri nequit vt vidimus,

vt fundtio V finitum obtineat valorem, multo minus euanes-

centem, nifi quidem cafus incongruos, quibus y perpetuo ma-
neat infinita, admittere velimus. Tum igitur fundtio V ne-

cefiario valorem infinitum induit cum formula

X(X— 1) A (x— «)
x— *

comparandum, ita vt fit X<£i. Hinc igitur patet, determina-

tionem quantitatis c non femper arbitrio noftro relinqui, fed

quandoque ex indole ipfius aequationis nobis praefcribi. Veluti

fi proponatur haec aequatio d dj zzz
,

erit

d X
— p~ A— et jf~B-hAx-+- ,

vnde pofito

x ~ a fit c- A — i et irB + Aa + {, ergo

Art+i, et B-b —
quare ne aequatio integralis omnino in infinitis verfetur, lit-

terae b et c non polfunt non efie infinitae.

Scholion 2.

1093. Non autem omnes ordines infinitorum et eua-

nefcentium in formula (jr-o)x
,

cafu x~a , contineri, iam ob-

feruauimus; expreffio fcilicet x x l x, cafu r zo, infinities fu-

perat poteftatem fecundam x*, interim tamen infinities minor
Vol. II. O o eft
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eft poteftate — quantumuis edam exigua fraiftio a acci-

piatur. Quare fi in fuperiori iolutione formulas ita inftruere

velimus, vt ad omnes ordines tam infinitorum quam euanes-

centium pateant, ftatui conueniet

y ~ b -h A (x — a)
x

[/ (x — o)]'
4
,

vnde fit

12-p =XA (x-af* 1

[/(x-

a

)]»+ jxA (x- 1
[/ (jr- a)]*'-

;

at pofito x r o, pars prior eft ad pofteriorem vt / (jr — a) ad

i, hoc eft vt oo : i, ex quo fufficit fumfifle

p = XA(ar— a)x ~' [/ (x — a)]\

ex quo fimili modo colligitur
, , . , .

. ,

x (X— 0 a (* -«)>— [/O— <t)T, -

,

quae expreffio cum fun&ione V, poftquam in ea fcripferimu»

x - a i y - b et p~c, feu potius

y=b-*-k(x-af[l(x-c)Y et p~\ A(x—a)x~'
[/(*—*)]>»

,

comparari debet, vt inde tam conflans A quam exponentes X

et p. innotefcant. Haec ergo tenenda funt in ifta inueftigatio-

ne, quo ea ad plnres cafus extendatur.

Problema 159.

1094. Approximationem ante expolitam accuratius per-

fequi, vt fumtis interuallis etiam paulo maioribus minus a ve-

ro aberretur.

Solutio.

Pofito dy-pdx, aequatio differendo- differenrialis hac

forma i£rV exhibeatur, ex qua ante p ita definiuimus, quafi

V effet quantitas conflans pro interuallo faltem vehementer

paruo, vnde obtinuimus p «<•-+- V (*— a), poftquam fcilicet

in V
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in V pofuerimus x~a, y~b et p~c, qui funt valores pri-

mitiui per interuallum x — «im retinendi. Cum autem fun-

dio V interea non fit conflans, quia ar* y et p inuoluit, re-

vera erit

p~c-\-V (

x

— d) —/(

x

— d) d V.

Ponamus igitur

2V = P dx -j-Qdy-hRdp,
vt fit

dV = (P-h Qp-+-RV)dx,
et nunc quantitatem P + Qf + R V vt conflantem fpedemus,
cuius valor prodeat ponendo x~a, y~b et prr, quo fado

V in F abire fupra fumfimus, eritque «

p = f+ F(r— d) — i (P H- Q r -b R F) (x— a)*.

Hinc porro ob dy ~pd x, fit

y-b+c (x—a) +lY(x-ay-l (P Q r-4- R F) (x-a)3
,

fimilique modo approximationem vlterius profequi licet. Quan-
do autem quantitates P, Q, R et V formulam x— a eiusue

poteftates compleduntur, quam non amplius vt conflantem .

fpedare licet, eius ratio in integratione efl habenda, qua fit

vt in feriebas approximantibus formulae x— a poteftates non
ordine afeendant. Tum igitur conucniet pro p eiusmodi fe-

riei initium aflumi

p — C -p- A (x— o)x
,
vnde fit

y -\~c (x— a)+ |

_i
r-(jr
— et quia

i|= XA(ar— af~\

'

huic formulae aequari debet fuudio V, poflquam in ea pro

y ct p valores afiumtos, et a pro x fcripferimus, nifi formu-

la x—

a

ingrediatur, hoc modo tam exponens X quam coefi-

fidens A determinabitur.

O o 2 Si
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Si e fit = o vel — oo
, eius ratio potcft in calculum

introduci, vt ponatur

P —f (x— <*)
n+ A (x— c)x ,

vnde fit \

j = i+ (x— a? *' -h^ (X-- af*

,

qui valores fi loco x et p fubftituantur in fun&ione V, pro-

dire debet r-

nf (x — a)'- 1 -+- X A (x— .

Corollarium i.

1095. Hoc modo per interualla continuo vlterius pro-

gredi licet, dummodo fingula non maiora accipiantur, quam
vt errores commifii maneant infenfibiles; atque hac quidem

correctione errores illi diminuuntur, vt interualla etiam maio-

ra flatui queant.

Corollarium 2.

1096. Pro primo fcilicet internallo valores primitini

x-a,y~b et p~c pro lubitu aflumuntur, et valores in fine

interualli inuenti praebent valores initiales pro fecundo inter-

vallo, ex quibus calculus pro hoc interuallo perinde expedi-

tur ac primo; ficque continuo vlterius eft progrediendum.

Scholion.

1097. Huius problematis duplicem folutionem dedi-

mus, quarum prior etfi latiflime patere videtur, certis tamen

cafibus in vfum vocari nequit; iis ergo altera folutione vti

conueniet. Exiftunt autem tantum plerumque pauciflima eiHS-

modi interualla, quae pofteriorem methodum poftulant, dum
reliqua omnia ope prioris expedire licet. Euenit hoc, quando

pro quopiam interuallo quantitates V et c vel euanefcunt vel

iu
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in infinitum cxcrefcunt; quin etiam fieri poteft, vt quantum-
vis exiguum interuallum accipiatur, quantitates y et p varia-

tionibus infinitis fint obnoxiae, quarum repraefentatio deter-

minationem prorfus lingularem requirit. Veluti fi propoatur

haec aequatio d d

y

H- — o
, interuallum ab x~o vsque

ad xru, etiamfi u quam minimum afliimatur, infinitam mu-
tationem in valoribus y et p indicat; id quod ex eius inte-

grali completo perlpicitur, quod cum fit

y
— A x* fin. / x -f- a)

,

hincque

P — ,-75 fin - Q~ l x -f- a) 4- cof. (£ / Jf + a) ,

feu

P~h fin - C^-
3 1* -+- * -+ 6°°)

>

euidcns eft fi x ~ o , fore quidem y — o
, fed ipfius p valo-

rem efle incertum. At ipfi x valorem quam minimum tribu-

endo, y quidem minimum retinebit valorem, fed qui pro mi-

nimo interuallo modo fit pofitiuus
,
modo euanefcens, modo

negatiuus, ob maximam motationem, quam Ix patitur, quan-

titas autem p interea tranGt per omnes mutationes poflibilcs.

Idem luculentius perfpicitur ex hoc exemplo

ddy = o

,

J * X* 7

cuius integrale eft y ~ A fin. ( -+- a)

;

dum enim x a o ad g;

crefcit, angulus ^-t-a ab infinito ad finitum tranfibit, eiusque

finus interea omnes mutationes ab + i ad — i infinities adeo

fubibit. Quando ergo eiusmodi interualla occurrunt, mirum
pon eft, fi confuetae methodi approximandi deficiant, quippe

quae hoc principio innituntur, quod mutationes per interual-

la minima, fint etiam valde paruae; his autem interuallis ex-

ceptis folutio praefcripta femper cum vfu adhiberi poteft.

O o 3 Ex-
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Exemplum i.

1098. Vropofita aequatione

d 5 J'
-4- y-~-

eius integrationem per approximationem abfcluere.
%

Cum ergo fit dp —— 7^-» erit V — » <l
uare fi

pro initio interualli fit x ~ a, y — b et p r c , inde tantillum

progrediendo, per folutionem priorem, ob

p =rh — ««7 >

^ = 7^-^' “ R = °’

habebimus * ••

p-e-^Cx-a)-'.^—^) (*-«.)• et

y - b + c (x — 0) — Lj (x — a)\

Sumto ergo x — c = pro interuallo fequente erunt valores

initiales ...
a? - a -+- w,

y-b-hcoi— ^. et af— U?— tf.T ge^y.

,

• vnde fimili modo valores initiales pro interuallo fequente col-

liguntur. Verum fi pro quopiam interuallo fiat a~ o, ope-

ratio peculiari modo inftitui debet. Pofito fcilicet pro initio

huius interualli x — o^y-b ct p~c
9

ftatuatur

A 1

p— c-\- A xx et y — b -\-c x , erit
X -+-

1

d P — y & rx— 1
— y — b c _ Axx

dx fx fx f (X-4-1)/’

cui nifi fit b— o fatisfieri nequit* prodiret enim Xn:o et

A= 00 ,
vnde concludimus poni debere y— b -h A x I x, vt

fit
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dt p A 1 x A et i£~- = T b—. \ x
.

1 *
, hinc A ~— 1

.

Verum quo hinc p accuratius cognofcere liceat, ftatuatnus

j~£-bAjr/jr-bBjr, erit

pz=z A/x-hA-t-B et1 dx X 7

vndc concluditur vt ante Az:^-‘, et B manet indotermina-

tnm, ita vt fit :z: s.

y — b— h-±l x -\-B x et p= rz*lx-~-

nifi ergo fit b~o, cafu ar — o, quantitas c neceflario eft

infinita. Quamobrem fi interualli initio fit jt o, y zz.b et

P~ oo, pro eius fine et initio fequentis erit

ar = o>, y — b — ~ l bi tt p
~

/ u.

Exemplum 2.

1099. Vropofiia Jit haec aequatio

x x d dy— 2 ar £ar 2/ dx*^£-Zl*!L
9

prr approximationem integrari oporteat.

Cum fit

•
|r — tt— 12. + y — V, erit
3x x xx JJ 1

XX
~

X» *

Q=~ -hjL et R= ±.

Hinc fi pro cuiusque interualli initio fit x-a^y-b^ p-C t

ob f=v-£
/>r=

erit
6

/7 ’

— + — *)//'

= i+ — <o-Hi(T— — «)*i

vndc calculus per interualla facile continuatur, dum ne fit

a = o.
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0=^.0. Hoc autem cafu quo a~o
,

difficulter intcruallum

computo definitur, quia tum fieri nequit, vt quantitatibus b

et c dati valores tribuantur, id quod inde facillime intelligi-

tur, quod aequationis propofitae integrale completum eft

X__ X

y — A e 3 x -\-TS e } x ,

pofito enim x — o, neceflario fit y = o, nifi coefficientes A
et B infinitos capere velimus. Sumto autem b~ o , appro-

ximatio eft in promtu.

CALCVLI
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DE

INTEGRATIONE FORMVLARVM DIFFERENTIALIVM
TERTII ALTIOR1SVE GRADVS S1MPL1CIVM.

Problema 14.0.

1 100.

Sumto elemento 3 x conflante, inuenire integrale completum

harum formularum d' y
—

o, d*

y

— o, 3' y
— o etc. atque ia

genere huius dny zrz o.

Solutio.

Cum 3x fit conflans, aequatio 3V — ° per integra-

tionem dat 3 37 — a 3 x* , hineque porro integrando dy r=s

et tandem y
—

J a *’ H- (3 x y.

Simili modo ex aequatione d*y~o r per quadruplicem

integrationem reperitur

x.) 3’ y — a. 3 x%

%.) 3 3y — a. x 3 x* -f- (3 3 .v*,

3

.

) dy — iaxxdx-hfixdx-hydx,
et tandem

4

.

) y — I a jt' -4-
1 f3

x -f- y x.-+* 5.

Ex aequatione autem 3*7 zz; o ,
integratio quinquies repetita

dat

y — a x* * (3 x* -+- f y x' -f- S x 4- t.

Pp 1 At
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At huius aequationis d
ay~o inregrale colligitur

y— ,J0 a Jf'
* -+- (3 x* -+•

|y ar
1
-t- i 5jr*+ £ x -+- £ ,

ficque ad huiusmodi formas dn y ~ o
, quanticumque fuerint

gradus, progredi licet, dummodo n fuerit numerus integer po-

fitiuus.

Corollarium i.

nor. A fimplicifiima forma ergo incipiendo integra-

lia fequenti ordine procedunt

Formularum
d y — o

d dy — o

d'y = o

d
4
y — o

etc.

Corollarium 2.

nos. Quia conflantes a, (3, y etc. ab arbritrio no-

ftro pendent, fractiones tuto rciicere licet, eriique

Formularum Integralia •

dy — o y — a.

d d y — o y — a x -f- (3

d
1

y — o y — a x* —f- (3 x -t- y
d*y — o y — a x

1
-t- (3 x’ -f- y x -f- $

d' y — o y — a x
4

-i- (S x’ -+- y x’ 5 x -t- e

etc. etc.

Corollarium 5.

1103 . Quoti ergo ordinis efl formula differentialis

,

totidem conflantes arbitrarias eius integrae completum com-
plebitur , quas pro quouis cafu oblato fecundum conditiones

praeferiptas definiri oportet.

Scho-

Tntcgralia completa funt

v ~ a

y — a x -+ (3

y =1 a x* -h (3 x + y
y — i a x

t

-t-ipx
1

-t-yx-h$
etc.
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Scholion i.

1104. Ponendo dy — p d x, dp — qdx, 7)q-=zrd xt

dr~sdx etc. omnes aequationes difFerentiaies altiorum or-

dinum ad quantitates finitas reducuntur
,

in quibus nuila am-
plius ratio eius elementi

,
quod conflans aflumitur

, habetur.

Atque hinc formae omnium aequationum differentialium fe-

qucnti modo repraefentari poifunt:

Aequationum * Forma generalis

differentialium

I. gradus p — f:(xetj)
II. giadus q — f : (jr, y, et P)

III. gradus r —f :
(x,y, p ,

et y)
IV. gradus s —f : (jr, y, p, q, et r)

.etc.

vbi quantitates y, p, q, r, s etc. ita, excludendo dx
,

a fe in»

vicem pendent, vt cum fit

dx = i2 — — H — —
etc#

p q r ! t

fequentes relationes locum habeant

qdj—pr)p
,
rdy—pdq, sby—pDr^ tdy—pds etc.

rdrtrrydy, *)/>— ydr, tdp—qds ex.

sdq — rdr, tdq— rds etc.

tdr— sds etc.

quarum formularum quaedam per fe funt infegrabiles velufi

/y lyrip/», frbp~\qq, fsdq~lrr, ftdrr\ss etc.

cx quibus porro ob fzdv-vz~fvdz illae concluduntur

fydq-yq-ipp , /'pdr-pr-iqq^fqds-qs-'t rr^frdt-rt-[ss)
etc.

quarum ope ex praecedentibus deducitur

fsdj-pr—lqq
,

hinc fyds~ys—pr-+-\qq>

Pp 3 // 3/
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ft?p-qs— lrr,
hinc fpdt-pl—q f-hlrr,

fudq—rt—lss, hinc fqdu~qu—r t-+-lss.

Hinc porro definitur fy 9 u~y u —fudy ,
ar ynde

fvdii-yu—fpdt~yu—pt-*-qs—l rr.

Quare fi differentialia iterum introducamus , obtinebimus fe-

quente» formulas integrale»

f y dy — \y y

/ y d'y =y d dy — l dy*

fy d' y —y y — dy 3’ y -+- i 3 3/
fyc?y = y 3*y — dyd'y-{-ddy d*y — %d'y*

ere.

ita vt formula fyon
y fit integrabitis

,
quoties n eft numerus

impar.

Scholion 2.

1105 . In aequationibus differentialibus fecundi gradus

formas fimpliciores ita conftituimus ,
vt q aequetur furuftioni

vel ipfius ar tantum
, vel ipfius y , vel ipfius p ,

quas litteras

maiusculas pro funtflionibus minufcularum feribendo ita re-

praefentare licet, vt fit

vel q
— X, vel q

— Y, vel q
—

P.

Hinc fimili modo pro aequationibus differentialibus tertii gra-

dus formas fimpliciores confiicuere poffumus

r-X, r
— Y, r~ P, r= Q,

ita vt tantum binas quantitates variabiles inuoluant.

Pro quarto autem gradu effent formae fimpliciores

s
— X, s — Y, s = P, s

—
Q, jr;R,

et pro quinto

t
— X, t

— Y, t =r P, t = Q, r= R, t ~ S,

atque ita porro pro fuperioribus.

Vc-
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Verum hae formae non omnes aeque integrationem

admittunt ,
dum aliae ne femel quidem

, aliae femel tantum ,

aliae per omnes integrationes vsque ad relationem inter x ety
perduci poflunt, cuiusmodi funt primae quaeque in quouis gra-

du. Semper autem id eft propofitum
, vt relatio inter binas

variabiles principales x et y eliciatur.

Problema 141.
no6. Pofito dj — pd jr, d p — q d *r, dq —

dr~sdx, ds — tdx, ete pro quouis differentialium gradu,

fi litterarum p, y, r, .r, f, etc. quaepiam aequetur fundioni

ipfius ar, quae fit X, inuenire relationem inter x et y.

Solutio.

Si primo fit p
— X , per d x multiplicando erit

pd x ~dy ~X d x , hineque y — f X d x , qui eft calus for-

mularum difFerentialium primi gradus fimplicium.

Sit fecundo q — X , erit q d x ~d p ~Xd x , hinc

p -fX d x , et pdx = dy — dxf\dx, ergo y - fd x/Xd x,

feu per fimplicia integralia y - x/X d x —fXxdx.
Sit tertio r= X, ob dq — rdx erit q =z/Xd x

,

hineque

p — f q d x —/d x/X d x ~ jr/Xd x —/Xx d x9

ac tandem

y —fp d x zzzfd xfd xfX 3 x — i x x/X d x
— x/X x d x -f- i/X xxdx.

Sit quarto r = X, ac reperitur y -fd x fd xfdxfXdx^
quae exprefT.o euoluitur in hanc

y= Ix*/X dx— i xx/Xx dx -+- ixfXxxdx—]fXx
1

dx.

Sit
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Sit quinto frX, erit y ~f 3 xf 3 x/3 x/3 x/X 3 x ,

feu

y
~

,« x*fX d x— I x
z

f X x 3 x -f- l x*/X Jf x 3 x

— I x/X x' 3 x -f- m/X x* d x ;

Tnde lex vlterius progrediendi efl manifcfla.

Corollarium i.

1107. Tot ergo habentur formulae integralcs ,
quoti

gradus aequatio fuerit differeutialis , et quia quaelibet conflan-

tem arbitrariam afTumir , totidem conflantes in inteitrale ingre-

diuntur, quibus id completum redditur; quod idem ex priori

forma, vbi totidem figna iutegralia implicantur, intelligitur.

Corollarium 2.

1108. Sumto elemento 3 jc conflante, fequentium for-

mularum more confueto exprcflarum iutegralia completa ita fc

habebunt

I. Si 11rz> ~ X 3 x efl y
— /X 3 x,

11. Si dd)
m

HX11 efl i y ~ x/Xd x —/X x 3 x y

III. Si 3’ 7 — XBx' efl

= x/Xd V — 2 x/X x 3 x -f-/X x ' 3 jt.

IV. Si 3* y = Xdx* efl

6yz x
zf\dx —- 3 x

2/X x 3x -+- 3 x/Xx
1

3x—-/Xx*dx ,

V. Si y.r — X 3 .v’ efl

z+y~x*fX 3 x— 4x'fX xdx-i- 6x*JX x* 3 .r— 4. x/X x
1
dx

+fXx*dx,
etc.

Scholion.

1109.

Formulas aurem, quas fupra fecundo loco con-

(Htuimus, fundionem Y compledentes, pofl fecundum gradum
inte-
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integrare non licet. Ex tertio enim ordine formula r — Y
etfi nouimus efle

r — tii — lAl — ,
</ ,? p ux *

nullo modo inregrari poreft; neque etiam hinc q per y deter-

minari poteft. Nam fumta forma p d qzY dj, exiftente pdp-
fi/ ob erit

hincque p elidendo
Y-) >»Jy + TT )y £

3y—.
t/ q* o q «i q

qty i

quae quidem aequatio eft fecundi gradus , fed neutiquam in

genere refohuionem admittit. Ex quarto genere formula jzY,
ob fsby - p r — lq q r fY d.r, femel integrari poteft, fed hinc

alterius progredi non licet. Quas autem fupra pro quouis gra-

du formulas fimpliciores vltimo loco conftituimus itemque pe-

nultimo, eae tradabiles deprehenduntur: earum ergo integra-

tionem inueftigemus.

Problema 142.
11 10. Pofito vt hadenus dj—pdx^ dpzzqdx^

d q
— r d x, etc. litterae Y, P, Q, R, etc. denotent fundfones cu-

iusque litterae minufculae cognominis, inueftigare integralia ha-

rum formularum fimplicrum

p ~ Y, q
—

P, r
~

Q, J=:R, / “ S, etc.

•j

Solutio.

Aequatio prima ob p ftatim dat d x — ideo-

que x=zfif.

Aequatio fecunda q~ P ob q
~ s~ praebet d x r et

vnde cum P fit ftmdio ipfius
J>,

vttaque variabilis x

;
Vol. II. Q q et
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J

et y per p determinatur hoc modo

-/i£ et

Aequatio tertia rr Q ob dat hinc

gdx-dp - q

^
q

i * ra vr x - 1 et vuae colli-

gimus p 3 x ~
3 y > er§° y ~f\ Quarc P«

eandem variabilem q vtraque variabilis x et y ita determiua-

tur ,
vt fit

jc —fll et y —flAflU.J
Si

J
Si.

R rz aat o x •) V1IUC cui-

ira vt fit q~J
T
-t

r Porro qdx~dp

Aequatio quarta s :

ligimus rdx~ ?q— 7 -_, R .

dat dp — tS/LlI, hincque p —ftl

f

r

^
r

, zt quia pdjrrdj'

habebimus 3y zz , quare per r ambae variabilesK K *v

principales x et y ita definiuntur

- fJr „„ r^ridr* =/tr « y=fT'Tf r

l
z

Aequatio quinta t ~ S fimili modo traftata praebet

* =/i! et y =fi±fi£[ilf'-LL

llcque facile vlterius progredi licet.

Corollarium i.

iii i. Ex formula fecunda intelliritur, fi jr aequetur

fun&ioni ipfius /», vt fit x zz P, fore y—/pdPzzPp—fPdpi
quod quidem per le eft rranifeflum.

Corollarium 2.

iii a. Sin autem fit x zr Q , ob 3jrrz:3Q erit

q 3 x zr dp ~ q 3 Q, et p zr/q 3 Q,
hincque

^=/3 Q/ydQ, feu j = Q/ ? 3Q—/?Q3Q.
Vel
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Vel etiam cum fit

j'=/dQ(?Q-/*Qdy), erit .^i?QQ-t-*/QQ 3?—Q/Qd?,
fiue hoc modo

v = QQ?- 2 Q/Q 3 ?-t-/QQd?*

Corollarium 5.

11 13. Simili modo fi jc~R, erit

q-frdx-frd R et p-/qdx~/dR/rdR
t

Stque

y-fpdx^fdRfdRfrZR, feu

2 y tfd R (R R r — 2 R f R b r -+- / R R 5 r),

per praecedens Corollarium. Ergo per fimiles redu&iones

6.,:=R3
r — 3 R7 R 9 r+ 3 R/RR^-/R3 dr.

Corollarium 4.
11 14. At fi fuerit x~S, reperietur per fimiles re-

du dliones

2 4yrS 4
jr— 4S 3 /'S9/-t-<5S

J/SS3j'-4S/S 3 3r-+-/S 4 3j:

hinc ergo per differentiationes retrogrediendo

24pdSr4S 3adS— iaSSdS/Sdj-t- i 2 S 3 S/SS 5 j—

4

DS/S 3
d.f,

feu

6 p = S 3s— 3SSfSds-h3S fSSds—/S 3 ds, et

2 ? zr S
1
j — 2 S/S9 j-f-/SSd/,

tum r~ Sr—/Sds et i— i.

Problema 143.

1115.

* Iisdem manentibus denominationibus, quibus

haftenus lumus vfi, inueftigare integralia harum formularum

fimpliciorum

2= Y, r
$ s— Q, t— R, etc.

. • Qq 2 So*
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Solutio.

Pro formula prima ^zz:Y, cnm fit qznt-Ll., erit

p dp = Y dy et pp= 2 f\ 3j, hinc p = / 2/ Y 3^=
vnde colligitur, x ~/ *

, ficque x per y determinatur.

Pro formula fecunda r ~ P ob r
~ ***

,

qdq— ?dp et q — y a/P d p = */* ~
dimus

habebimus

vnde couclu-

et
y lj r . p’

Pro formula tertia J

y
—

7 Nijt

Q ob J^= r,>r
,

<r
*

r=/ 2/Q^-V/r
vnde fequitur p —f
dx= JJL

S <1

Cum vero fit

fiet

r=||, erit

,
et ob p d x— di habebimusr ^

Y f * q et y—f . r_i.jjL
i

• Y/ a I . ^V*J >c®9 V *-/*,« 9

— i a jPro formula quarta f — R oh t= r

^r
* * nancifcimar

j= y 2 f R 3 r. At eft s
— —

,
vnde fit 3 x ~——— . Eftr a X 1 V J/k. r

r * r
• fed quoniamvero etiam s

— ideoque q~f-
p-fqdx, fit p-f—i^f-LLL_, ex quo prodit y~fp 3x.

Quocirca x et j ita per r determinantur* vt fit

*=/; 2 v
-,> et y —fi

d r
f:

2 r -f -Lr' y ij

r 3 r

<t ry »j .. V r 1 w '-/

Pro formula quinta a — S, ob , adipifeimnr

t~y zfSdsz:^, vt fit dx~ — Eft vero edam / — —

,

ergo r —f7TJT7T' Tum p-fqdx cty^fpdx,
ex quibus conficitur

*=/r^
Scho-
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Scholion.

11 x 6. Hi fuqt cafus, quibus formulas illas fimplicio-

res fupra rccenfitas refoiuere licet, neque methodus patet,

qui reliquae tradari queanr. Multo pauciores occurrunt ca-

• Y
fus tradabiles in formis magis compofitis, vbi -— aequatur

OXn

fundioni binarum plnriomue quantitatum variabilium
, ob quam

penuriam parum admodum fuppetit, quod in hac fedione ex-

po ere queamus. Aequationum anr.m, quae per methodos

adhuc inuentas tradari polfunt, haec fere eft forma generalis

Aj+ B.J|+C.^+ m"J-t-«c.=o,
fumto elemento coartante, quae etiam ponendo

dy — p 3 r , d p zz q d x , d q ~rd jr
,

etc.

ita repraefentari potert

A y —f— B p —P- C q —f- D r -1- E s —P* etc. zz o.

Deinde vero etiam aequationes hac forma latius patente con-

tentae refolutionem admittunt

A y —{— B p —(— C q —p- D r —p- E s -+ etc. _ X

,

denotante X fundionem quamcunque ipfius x. Porro quoque
fequentes formae, quae quidem ad illas reduci poffunt

Ay -h % -+'y -f- y -P- etc. —o et

Ay -P- 5* -P- -P-^ g 4- etc. = X,

quarum refolntio adeo fuccedit, ad quantumuis gradum etiam

differerttialitas aflurgat; in harum ergo aequationum euolutio-

ne tiadatio noftra verfabitur.

Qq 3 C A-
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DE

RESOLVTIONE AEQVAT10NVM HVIVS FORMAE ;

-f- B . ^ -t- C . -4- D . -4- E . 21* -+- etc. — o,

SVMTO ELEMENTO d x CONSTANTE.

Problema 14,4,.

1 1 17.

^^equationis differentialis tertii gradus

A;+ B J y
6 x

fumto elemento dx conflante, in e^rale completum inuenire.

Solutio.

Cum A, B, C, D fint quantitates conflantes, leui at-

tentione adhibita patet , ifti aequationi huiusmodi formam

y rz e
Xx

fatisfacerej cum enim hinc fit

= e
Xx

, = X
1
f
Xr

,3 x 7 3 x* 7 ax l 7

his fubftitutis et aequatione per e
Xx

diuifa , fit

A -f- X B —(— X* C —(— X3 D n o

,

vnde exponens X determinatur, qui cum tres valores fortia-

tur, qui fint a, i3, y, habebimus tres formulas farisfacientes

y — p“*
, y
—

e*
3
*, y ~ t

yx
. Verum ex natura aequationis

propofitae pcrfpicuum eft , fi ei fatisfaciant valores y
— P

,

y= Q, >*-R, etiam his vtcunque coniungendis latisfa&urum

> — 2t P -f- 23 Q 4- £ R.

'j
> Quare
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Quare ex ternis formulis inuentis nancifcimur hanc latifiime

patentem aeque fatis facientem

y
—

21 e
ax +- 33 e

Px -+- € e
yx

,

quae forma cum tres conflantes arbitrarias 21, 35, € comple-

datur, reuera erit integrale compietum aequationis noftrac

propofitae.

Corollarium i.

iiiS. Tntegrale ergo completum tot conflat partibus,

quot radices habeat feu fa&ores aequatio

A+ BX+€XJ -j-DXs — o,

cuius fi fadlor fuerit a-f-X, pars integralis erit e~ a *.

Corollarium 2.

11 19. Haec fcilitet pars erit integrale huius aequa-

tionis ay -f- — o. Vnde (i fit

A —1— B X —f- C X’ — D X3 — (

a

-+- X) (Jb +• X) (c + X)

,

quaerantur valores ipfius y ex his aequationibus fimplicibus

= °> ^ + ^= f=°»
qui fi fint y

— P, ^ Q, y
— R, integrale aequationis pro-

pofitae erit

y
— 2lP4-23Q-+-eR.

Corollarium 3.

1120. Si binae radices fint aequales, puta
(
3~a, con-

fideretur differentia vt cuanefeens vel |3 a -f- ui
,

et cum fit

fP* — — e
ax (i o> or),

euidens eft loco 21 e
a * -|- <?

x
feribi debere

21 c'
1 * -4- 35 x = e

ax
(21 -i- 33 x).

Ac
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Ac fi omnes tres radices fuerint aequales «

=

quatio iit

0» d X*

y, vt ae-

ob <» — p — y — — a i integrale completum erit

e~ a *
(21 H- $ * 4- € x x').

Corollarium 4.
xi 21 . Si binae radices fiant imaginariae, vt fit

a — /j. -+- k /

—

1 et (3 ~ p.

—

v \/

—

1
,

loco 21 e** -4-33^* fcribi debet

f x
(2J r"

* v~ 1 -+- 23 e
-' * v~

')»

quae reducitur ad hanc formam

t?
x
(21 cof. v x -f- 23 fin. v x )

.

Scholion 1.

1122
. Quanquam aequatio propofita triplicem inte-

grationem poftulat, antequam ad relationem finitam inter x
et y perueniatur, hic tamen vna operatione, quae ne integra-

tioni quidem eft affiiis, eo pertigimus. Coniedura fcilicet

formam collegimus aequationi particulari-er (atisfacientem, II-

mulque tres huiusmodi formas fumus confecuti. Deinde ex

ipfa aequationis indole intelleximus, fi valores finguli y
— P,

y — Q, y
— R fatisfaciant, etiam formam ex iis compofitam

y
— 2JP-+-23Q-h€R (atisfacere debere, quod nifi commo-

de eueniflet, ex illis ternis valoribus nihil amplius concludi

potuiifet. Ex eodem ergo principio in genere huiusmodi ae-

quationes difterentiales, quoticunque fuerint gradus, vno quali

atfu ita refolui poterunt, vt adeo intcgrale completum aiiig-

netur.

Scho-
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1123.

dus

Scholion 2.

Quoniam aequationem difFerentialcm tertii gra-

A/+ B&+ C ‘l’ + D&= o,

in genere refoluere licuit, vt integrale completum eflet

y = SI e
ax -+- 33 -+- € ey%

exiftentibus a, (3, y radicibus huius aequationis cubicae

A -f- B X —{— C X* + D X3 ~ o,

hinc vfum non contemnendum pro aliis aequationibus, in quas

illam transformare licet, percipiemus. Primo autem illam ae-

quationem ad difFerentialcm fecundi grados reuocare licet ope
fubflitutionis y~eJudx

i vnde fit

rr et
ix ’ dX* K ix'
*±Z — */" 3 * ( il* -4- 3U _u u3

ita vt aequatio transformata fit, diuifione per e^
u3x

fafta,

B « Caa + Dt^ + C-
d X

3 I) U Ju
jx

D d du
ox2
— O,

cuius ergo ob » = integrale eft

u
a 5if

ax -M3 SSfi3l -l- ydeyx
31

Haec autem aequatio vlterius ad gradum primum reducitur po-

nendo cum enim elementum d x fumtum fit con-

flans, erit t d d u — d t 3 u ~ o, feu d d u r vnde fit - t,

,
ita vt prodeat haec aequatio differcntialis primiet

i i u

a*»

gradus

t it

J U

A + B« + CaK + D«3 + f (C + 3 D«) + —
cuius ergo refolutio quoque eft in poteftate: vtriusque fcilicet

variabilis u et t valor per eandem variabilem .v exprimi po-

m. II. R r teft.
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teft. Cum enim j per x detur, erit primo u =: **-
x ; tnm ve-

ro t u u zzz , ob ~ u ~t. Loco y ereo (ubftituto va-
y dx* 1 d X u 9

lore fupra inucuto erit

__a%eax -hG%>e? x -h<£yeyx

21 r“ -+- $0 -i- £ e
yx

_ a ct 21 f
aI -+- (3 (3 23 ^ x -h y y (T

* '
u 11 — r

dummodo a, (3 , y fint radices ex hac aequatione

A —f— B X —{— C X' —(— D XJ— o.

Obferuari autem conuenit, illam aequationem, pofiro /+nBr:,
abire in hanc formam

A — B w —jr- * (C H— D s) —+* 0® ^ — o

,

quae latius patere videtur, quam illae eiusdem generis aequa-

tiones, quas fupra rraftauimus; cuius, quia ratio per metho-
dos cognitas integrandi non confiat, refolutio facilime inftitui-

tur ponendo

ii- etj= Ujl,
y d X*

u — 12- et z
y 4 x

vnde fit

d u
— i-L?— et dyjx yo<>x y y d xx

~

ideoque
ix — yd*z — 3y*3y z u „ yddy— 9 y*
a u dx[y&*y— d y2

) y y * x* *

ficque refultat haec aequatio

y dic

Cddy D 3 y3>3y T) y 3* y— T> 3 y 3 3 y — Q fca
y d x 2

y y dii» y y d ** *^ * y y ,

A;+ B’i+C^+D^=o,J ’ 3 1c w x* * a**

cuius refolutio efi ofienfa.

Scho-
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Scholion '

• • i

1124. Aequatio illa diffcrentialis primi gradus

D/ 5 f-+-f 9 «(C-+ 3 Dtf)-+-du (A-f-B«-*-Ca*-+-D«3

) = o,

cuius integralc inuenimus, diligenriore euolutione eft digna.

Ac primo quidem obferuo, eam integrabilem reddi, fi diuida-

tur per hanc formam

D D f
3 + D(/(B + 2C«+3D#a)

-+- f (C -+- 3D «) (A -t- B « -+- C /< h- D u3)-h (A-+-B«-4-Ctt*-t-D w3
)*,

vnde concludimus et hanc aequationem

D z dz— I) u u 7)z -+- s d u (C -+-D u) -+- du (A -+- B a) — o

integrabilem fieri, fi diuidatur per hanc formam

DD 2* +• D z z (B -+• 2C u) +-z [
AC-+- (3AD -+- BC) «+(BD -+- CC) u u]

+AA+iAB»+(AC+BB)««+(AD+ BC)a3
.

Vtrinque autem diuifor ifte nihilo aequatus praebet integrale

particulare, vnde cum t vel z ternos obtineant valores, fin-

guli exhibebunt integralia particularia. Hinc operae pretium

erit in genere aequationem

j'D/-f-^P 3 jr-hQ 5 .vrro,

inueftigare , quae per formam

y
3 H- L yy -f- Mj' -f- N,

diuifa integrabilis euadat. Per operationem autem fupra ex-
plicatam inuenitur

dL — zVdx, 9 M:zzPLD.r-+- 3 Q^.tf,

dNirraQLSjr, et PN — QMr^o;
vnde colligitur

et N 3 L:r"i" feu M = ,
In L ' j h 7

R r a qui
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qui vafor ibi fubflitutus fumto c>N conflante dat

— }j LtdL dN-t— a ISI L ~i~ a NL 9JL ,

quae pe r dl* multiplicata, tranfit in

3 a l a n*= a . n l4
a l\

Verum commodius, ac fingulari quidem. modo> illae aequatio-

nes refoluuntur, ftatuendo

NrrdZ1

et L — i?
,

fode fumto elemento d z conflante deducitur M .
b a s* *

hincque

3M= z ”J.^yjay
et

i l a l -h -f- 3 otz a«.
& L 2 d i*

Ergo a
1 Z ~ fi ct 3 z\ ideoque

Zna s*-t- £ 22+ Y3+?,
Vdx— *±z et Q3r= aZaz.

Quocirca fumto Z — a e
l
-+- @ s

4

-f- y z -b 5, haec aequatio

ydy-hy -
a^-haZdz= o

integrabilis redditur, diurft per hanc formam

y H-/.L^+r . Z Z.

Praeterea fi Z habeat faftores, vt propofita fit haec aequatio

y dy-+-y de (a -+- (3 -+-y+ 3 s) -+- da (a -+- 2:) ({?-»- s) (y -+-z)
~ o

diuifor eam integrabilem reddens erit

[;+(«+2)C(J+2)] [/-«-(***-*) (y+*)] [y•+(p+ 2) (y -+-«)!,

cuius finguli fluflores nihilo aequati praebent integrale parti-

culare. Ex vnoquoque autem, more magis confueto, integrale'

completum ita elicitur. Ponatur

y = ij— (a -b z) ((3 -b *) ,

ac
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ac rcperitur

vdv-^vdz(y-hz)— 9c(a-+-z) ( fi-bz)~0 ,

fit porro d v ~ p d z, eritque v — » et differen-

tiando locoque dv ponendo pdz, orietur haec aequatio

dp (a+ z) (0 z) (y -4- «) = d z [p
5

--
(
2 y - a-p)pV(y-a)(y-p)p]

quae dat hanc feparatam
d z v 9 p

U-t- zH7 -+- *) l>lp-+*7 — *'hp + V — 0J
'

Problema 14.5.

1125. Aequationis differentialis cuiuscunque gradus

fumto elemento dx conflante, integrale completum inuenire.

Solutio.

Et huic aequationi euidens efl fatisfacere formulam
y~eXx

, cum enim hinc fit

12
d X

: X t*
t + y
* Jx l

X e

3** y
et in genere —— — X* e

Xx
, faifla rubflitutione peruenietur ad

0 xn

hanc aequationem, poflquam fcilicet per e
Xx diuiferimus.

A —{— B X —f- C X —f— D X* H— E X —|— etc.— o,

ex qua valorem ipfius X definiri oportet. Hinc littera X toti-

dem valores obtinebit , quoti fuerit ordinis aequatio differen-

tialis propofita ,
quorum finguli aequationi aeque fatisfacient.

Qui valores fi fint a, (J
, y, 5

,
etc. iategralia quidem particu-

laria erunt

y ~ r = a5 r = ST etc.

V
r
erum ex ipfa aequationis natura perfpicuum efl, aggregata

quotcunque horum valorum
, ideoque etiam omnium, perinde

Rt 3 &-
v
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fatisfacere. Cum igitur aggregatum omnium

y
—

91 e* * + 33 e*
3 * H- £ e7 *

-f- £> e*
x -+- etc.

tot compledtatur conflantes arbitrarias 91, S3, <E, 2), etc. quoti

ordinis differentialis eft aequatio propofita
,

quin haec forma

eius fit integraie completum
,

dubitari nequit. Afcendat ae-

quatio differentialis ad gradum w, vt fit

a t, f) V r df>y „ d
1

v N °_y _- c.

atque integraie completum ex n partibus conflabit
,

quas ex

reloiutione huius aequationis algebraicae ordinis >7 , fcilicet

A —f~ B X —j— C X —f- D X H— ..... —f- N X*z o

,

definire oportet. Singuli nimirum eius fa&ores fimplices par-

tes illas patefacient, ita fi fa&or fit a— X, ex eo integralis

pars nafcitur 9le
ax

, quae, vti manifeftum eft, ex integratione

aequationis differentialis fimplicis ay — ^ ~ o nafcitur. Si-

mili modo duo fadores coniumflim

— X) ((3— X) — cl
fi— (cc —

fi)
X —f- X X

integralis portionem 91 c
a * -4- 93

x fuppeditant, quae fimul eft

integraie huius aequationis differentialis lecundi gradus

a fiy — (a H- fi) ^ -f- = o.

Atque in genere fi aequationis illius algebraicae faftor fit

o Hf- b X —f- c X —f-f X —(— etc. o,

ex hoc viciflim formetur aequatio differentialis

ay-\-b^2->rc^~y-\-f—y
-f- etc. — o

,

cuius integraie completum fi fit .7 = ?, id fimul erit pars in-

tegralis aequationis propofitae. Atque hoc modo ex finguiis

fadtoribus aequationis algebraicae

A —
1
— B X —J— C X —{— D X —f- ...... —f- N Xn — o

de-
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deriuabuntur fingulae partes integralis quaefiti, quae iundae eius

integrale completum conftituent , ita vt praecipuum negotium

rcfolutioni huius aequationis innitatur.

Corollarium r.

1 1

2

6. Si igitur iftius aequationis algebraicae omnes
fadores fimplices fuerint reales fimulque inaequales, integratio

nullam habet difficultatem. Si enim fador fimplex fit /-*-gA,
—/ «

integralis pars inde oriunda eft 21 e e .

Corollarium 2.

1127. Si bini fadores fimplices fint aequales, feu fador

* . .

—i*
fuerit (/-t- g X)

, pars integralis inde oriunda eft e $ (21 -+- 23 Jf).

Si fador fit cubus (f g X)*, inde oritur pars integralis

. —/*
e s, (21 -I- 55 ar -h € **) ,

et ex fadore biquadrato (/ -f- g X)
4
huiusmodi pars

rr (21 -h 33 X -h £ x’ -+- £> .V
1

)',

et ita porro pro quotcunque fadoribus aequalibus, vti cx §. 1120.

colligere licet.

Corollarium 3 .

ji 28 - Si fadores occurrant imaginarii, bini coniundi

exhibent fadorem trinomium realem
,

cuius forma ita reprae-

ientatur

//-+- 2 /gXcof.<-f-£gXX,

xnde deducitur

X “ — y (cof. — 1 . fm. £),

quo cum §. 11 21. collato, fit et yzz:*J^. Ex

quo

\

»
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quo pars ifltegralis ex tali faclore oriunda erit ,

e~'7— ( cof. 5S fm. )

.

£ *

Corollarium 4«

1 i ^9. Si huiusmodi formae quadratum inter fadlores

occurrat

(//-f- a/g X cof. £ 4- g g X X)*,

feu duo huiusmodi faflores fuit aequales ,
confidcrentur cfuaft

infinite parum diferepantes, vt in altero foco fit

et ob
— f x caj. i

e 1 (i-*- -{*cof. £)»
—Jxcaj. j

'i B
v «)

cof.'*^(i +«)=cof/^— Gn.^, et

+o))= fin./-^ -+- cof.^1

:

ex hoc fa&ore colligitur pars integratis .«

-/xcor-^ C co f.
'**'"•*- 91'“£^2 cof/ - 91' fin

6 1
) t gVfin J* *'<-W
( g £ & & £ '

cui prior addi debet. Hunc in finem conflantes ita contraha-

mus ponendo

g-t-S!l'= e, =3

+

58 + SB' = 3, -«'V-f— <L“£gL.<==»,

vnde illae conflantes vtique determinantur ,
eritque pars inte-

gralis refpondcus

«— [ (g+ © .V) +'(§+ $*)

Scho-
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>
*' Scholion.

1130 . En ergo vniuerfam methodum huiusmodi ae-

quationum differentialium integralia inucnicndi

+ + .... +N»^=o
djf dx dar - o xn

ita in compendium contradam. Procedatur vt ifte laterculus indicat

I . v y d* y d*y I d" y

I d* dx dx dx I d x%

j

fcribatur 1
J

z
|

z’
j

2 *.
|

z* 2*
J

vt oriatur haec aequatio algebraica

A + Bs + CsVDiVEsV . . . +Nj"ro,
culus finguli fadores reales

,
fiue fimplices fiue duplicati, no-

tentur , atque infuper cafus quibus duo pluresue funt inter fe

aequales, probe obferuentur. Tum cuiusmodi partes pro in-

tegrali quaefito ex fingulis fadoribus oriantur
, ex fcquente

tabella intelligere licet:

Padores Partes integralis

/+ |t 31 eT
^31-+-S3x)eT

_

(/+• § z ) (31 33 x -f- £ x*) e s

.
—f*

(/+fis) (21-+-35ar-t-€x-*-+-JDar
,)e e

—fx COf. i

ff-h zfgz cof. %-\-g gzs e 6

(//-+- zfgzcoC.Z + ggzz) es)
/((X-^-bxyCin.hJULi. C

e//-*- *fi * cof. £ g g 2 2 )’ e

foV. II.

V 21-+-5Sar-+-(Tjrx)coCf*Mvi.vjr)co
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351 CAPVT
Pro fingulis autem fartoribus diucrfie litterae conflantes fcribi

debent, vt integrate omnibus numeris completum obtineatur.

Exemplum i.

,, S131. Aequationis differentialis quarti gradus

v iii -l. i±l> t3*y -4- » **y — nJ >x 1

d x*
1 a**

integrale completum ajjignare.

Hinc oritur aequatio algebraica

I itff- 2Z2 2 z' -f- Z* — O,

quae in hos fartores «refolnitur (1

—

z)* ( 1 -f- z z)
, quorum

prior ob /— 1 et g
— — 1 praebet hanc partem integralis

(21 x) e*, alter vero fartor ob f =2 1, cof. £ — o, g— x,

et fin. £
—

1, dat 21 cof. jr -4- 55 fm. x. Quare integrale com-
pletum, quod quaeritur, erit .

-

y (21 -f- 55 x) e
x -b d Cof. x -f- © fin. x

coutinens quatuor conflantes arbitrarias. Quod fi velimus, vt

polito x— o fiatj — o, fieri oportet 21 -4- £ — o
,

fi etiam
eodem cafu euanefeete debeat, ob

§2 == (2( -f- 55 -+- 55 x) r*— £ fin. * -+• © cof. x

fieri debet 23 -4- © — o. Si praeterea euanefccre de*

beat , ob
,

= (21 -h a 55 -f- 23 x) r* — <Z cof. x— £ fin. x .

fieri debet 21 -h 2 23— £ =: o. Quare his tribus conditioni-

bus fatisfaciemus fumendo £ — — 2(, 23~ >— 2( et =
ita vt fit integrale 1

.

y~Si(x

—

x)ex— 21 cof. x. " v
" *'*.

- i*

;
-*1

7

Exem-
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Exemplum 2 . •'

1132. Aequationem differentialem quarti ordinis

A-r+ Ciy+E£=o,.
fumto elemento d x conflante, integrare.

• ‘ 1 '

‘V . : . _ •.
- ~

Aequatio algebraica ad integrationem perducens eft

A + Css+Ezzro,'
quae femper duos fadores duplicatos reales habet

, quorum
forma duplex e(Te poteft

vel (flfl-f-

2

ma 2-4-1122) (aa— zmaz-\~nzz)

vel (aa-hmzz) (aa-t-nzz ).

Ex priori eft

A — a
4

, Q. — zn a a— 4 m m a a, E ~nn,
ex pofteriore vero

*

• ••

A — a*, C —.(m -f- ») a a, E ~mn:
femper autem terminum primum A biquadrato a* repraefentare

licet, et prior refolutio locum habet, fi E fit numerus pofiti-

vus, et 2 naa — C feu 2 /A E — G quoque pofitiuus, ideo*

que 4 A E C C. Pofterior vero fi C C J> + A E, Tum igi-

tur videndum eft>, ad quamnam claflem finguli faflores perti-

neant, vnde fequentes cafus occurrent.
1

- - — •
1

I. Si omnes quatuor faftores fimplices funt reales

,

erit
'

A+ Csz+ Es4— (a+ s) (a— 2) (b-+-z) (b—2) ,

et haec habebitur aequatio

aabby— (a a+ b b)^J o,

cuius integrale completum eft

j= 21 e
a * 4- 55 e~ a * -+- <£ f

1> * -4- © tT 1 *.

'
i S s a Ac
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Ac fi fit b — a, huius aequationis

a<y—l±Lip-f-£J = o,J 4 X1 4 X* 7

iotcgrale completum erit

J + *“*-»- (£-**$*) *~ ax
-

1L Si duo faftores fimplices fint rcales, duo vero

imaginarii, erit

A+ CJ2+ E^= (a+ z)(fl— 2)(ii+ sr),

et haec habebitur aequatio

Aabbj+ (aa— bb)\y— |^= o,

cuius integrale completum cft

j zz: 21 e
BX -+- 23

a * -4- £ cof. £ x -+- © fin. £ jp.

III. Si omnes faftores fimplices fint imaginarii, duo
cafus funt euoluendi : . >

i) fi A -h Czz E z* — (a a+ zz) (bb -f- zz) 9

vnde huius aequationis

a a b by -+- (a a H- b b) -f-^ zz o

integrale completum erit

y — 21 cof.ax-h 23 fin.n.r -+- £ cof.^x +- © fin.^ar:

a) fi A-f-C aa-f-Es*r (an-i-2 aacof.£-+- z z) (aa- 2azcof.%-hzz),

vnde huius aequationis

*y— cof. a *+ £1 = o ,

integrale completum eft

y — e^ ax '*<
(21 cof. a x fin. £ -f- 23 fin. c x fin. %)

-f- *—«»«*?
((£ cof. a x fin. % 4- © fin. a x fin. £).

At fi fit priori cafu b~a
9

feu pofteriori cof.£zo, huius ae*

quationis
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integrale completum eft

y — (21 -f- 55 x) cof. a x -f- (S -1- !D x) fin. a x.

Scholion r.

1x33. Cum igitur aequationis

Ay -f- -h lp-> — o

integrale afiignari poflit, omnes aequationes quas inde deriua-

fe licet, integrari poterunt. At haec aequatio per zdy mul-

tiplicata per integrationem ad differentialem tertii ordinis re-

ducitur

A y y 4-Ci:?! ^Zdy^y-T.ddy— Conft.

In integrali autem ante inuento conflantes 21 , S3 , C, JD ita

definire licet, vt haec Conft. euanefeat, ideoque huius aequa-

tionis

Ayy-h H- = o

integrale completum erit in noftra poteftate. Nunc ponatur
fvdx

t fit V= »JL et ob z= e
fvd *V)J ’ y d x 2 d x '

sj_> = e
fvdx v , atque

i 1 y v 9 x / 99 v
9 x*

f
' 9 x»

aequatio noftra hanc induit formam

A+Ci;d+E(tv 9 9 v , 4V v 9 v
dx 2

Sit porro dx ~ vt fit

ay
. 99 y
ydX x y y d X 2

5 d S .

S — H
l>*=ds et ¥?= -j-
tfjc «yx*

a x

erit

«•-£) = e.

rnde refultat haec aequatio differentialis primi gradus

A + Cvp + E -// + 4«VH-«,
)= oj

' # v |

Ss 3 cunu
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cuius relatio inter v ct s ita ex relatione inter x et y inuen*

ta definitur, vt fit . .

v yix et s=z*J±l=*iL.
y y * x*

Scholion 2.
,

1134. Retenta autem illa conflante per integrationem

ingrefla, vt habeatur

A v v -4-
C3yt -4-

’

J J 1

d X2 * d x+ *
'

In integrali completo, quo y per x exprimitur, conflantes 91,

23, €, ®, quantitati huic G conformitur determinari pote-

runt. Nunc igitur ponatur vt fit erit

i d y tl d U

a X1 d y ’ d x 2 dy *

Vnde obtinetur haec aequatio dif-ideoque ^ ~ d.
‘ d x* d y d y ,

fereqtialis fecundi gradus

Aw +C..*Epu3.^-^)= Ci'

vbi confideratio elementi pro conflante aflumti eft exuta. Ni-

hil ergo impedit, quo minus fumamus dy pro conflante, fiet*

que , . ,A^+Ckk+ E (**L±L!L ~~) =z G,

quae ergo aequatio etiam integrari poteft. u .
....

Vel fi ponamus yy—p et uu— q , fumto elemento,

dp conflante, prodibit haec -aequatio

Aft + Cff4-E — *»«».
)
— G.* * > r » ^ d p* ' r

ft

Vel fi in illa aequatione ponatur «zzzr3

,
erit

Ayy. -t-Cr^+jE»3 .^ =z G.
^

Quarum formarum integratio fine hoc fubfidio maxime ardua

videtur.

Pro-
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.
- Problema 146, -

. ? ,

1135. Propofita aequatione differentiali ordinis cuius-

(f
1

y
cunque any -±_-— — o

y vbi elementum 5 x conflans eft af-
o xa

fumtum, eius intcgrale completum inueftigare.

Solutio.

Aequatio algebraica folutioni inferuiens eft an+z*-o,
pro cuius refolutione duos cafus confideraii conuenit, prout

ifignum vel fuperius vel inferius valeat.

I. Valeat fuperius, vt haec propolita iit aequatio

„ ,
9n y

o'y +
o xn

et formulae 0*4-2" fatftores reales funt

a a— 2 a z cof. -+ zs, o o — 202 cof. -+zs,
. a a — 2azcof. —

+

zs, etc.

quorum vltimus eft Yel o a— z a z cof. ~ H- z s vel

a a — 2 0 2 cof. -+-22,
n 7

prout vel n vel n — 1 fuerit numerus impar, atque illo qui-

dem cafu loco fa<ftoris quadrati dd+sas+ sz eius radix

cH- 2 ftmii debet.

Hinc illius aequationis integrale completum eft

y — 4- e
a x co**

(21 cof. a x fin. £
-+- & iin. a x fin. £-)

4- t
a X c0 ^' T (C cof.o x iin. — -*• £) iin. a x fin.^T)

4- e
a * cof

’ TT (€ cof. axim. s-£+% fin. a x fin. L?) f

cuius
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cuius exprcffionis, fi n fit numeras impar, vlrima pars fit

32 e~~
a x

. Quod iocegrale etiam ita poteft exhiberi

y-%lc
axco^^

cof. (a

x

fin. ~ -+- a) -+- 93 e
a

X

C°^‘
" cof. (a

x

fin . ~ -+-

-+-£e
flJrC0 ^‘

"

_
cofi(<urfin.^-f-c)-+-5De

flJrC0
^"^ cof.(cjrfin.^I-*-b).

,-t- etc.

quae forma eousquc continuari debet, quoad fimiles termini

recurrant.

II. Si valeat fignum inferius, propofitaque fit haec ae-

quatio

n yay——r =
Oji

formulae a*— 2" fadores reales funt

a— s, a a — 22 cof,— -+- s:, a a — a a z cof.— s s, y
9 n ' r '

• a a — 2 a 2 cof. - +st, etc.
n '

quorum fi n numerus par, vicimus eft a+z, fin autem impar

a a— 2 a 2 cof. —T..:IZ + 32 . ,n

Quare aequationis huius integrale completum eft

y = 21 e
ax

-h e
a x C(>1

’ «“
(58 cof. <7 x fin.^ -+- (E fin.arfin.

-+- e
a x co ^‘

* (£) cof. a x fin. — € fin. a x fin. ±5) .

•+*
‘V C0 *' n

(S' cof. a x fin. ~ -+- © fin. a .v fin.

etc.

quod integrale etiam ita exprimi poteft

fi i" rnf p
^

j'-21ca *H-23e n cof. (a x fin. -+- 6)

(Er
flAC0 ^'

»'cof.(ajrfin.^-+-c)-t-Se
OVC0^» cof.(fljrfin.^T-^b),

etc. quae
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quae forma eousque eft continuanda, quamdin termini a prio-

ribus diuerfi prodeunt.

Scholion i.

1135. Pro variis ergo exponentis » valoribus integra-

lia fequenti modo >Ie habebunt, ac .primo quidem pro aequa*

• . ,

3* y .

tione a y -f-—— =0, ...
c <

'

I. Aequationis •+ 7^
—'© integrale eft

y rz'St^ <rx."

II. Aequationis d% v -f- ire integrale eft

y 21 cdf. (a x -f-**).

III. Aequationis — o integrale eft

y=•«/
* * cof. c^-3 -K*)-b 85*^«.

IV. Aequationis = o integrale eft

m a — a x

y 3t ei7» cof. 0) -+• 55 e / * cof. -+- 5).

V. Aequationis flSy +• — ° integrale eft

jf — 21 e“
* M-r’ 3*° cdf. (o x fin. 3tS°+ 0)

-+- 55 e~~
0 1 7S° cof. (« x fin. 72

0
-+- 6) (T e~“

8 *•

VI. Aequationis <a y -+- '|^ rr: o integrale eft

« x V
1

3

j-rrSl e « -cof. (5« x-t-a)
—-axVi

-+- 55 cof. (a x -t-b) +- <E e * cof (iax-ht) 9

etc.
r.

-Simili autem modo pro altera forma ‘ -r

.. VoL II. T t c*/
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integrationes ad valores fimplidores exponentis n accommoda-

tae ita fe habebunt
.

I. - Aequationis ay— = o integrale eft

y — 21 e
a *.

II. Aequationis a*y— ~ o integrale eft

y= 2U°*-»-23*“ a *.

III. Aequationis a3 y— ~2— o integrale eft

y = 91 e°* -+• <5 e”
ia *

cof. (
8J^_3 -4- 6).

IV. Aequationis a4
y — ^— o integrale eft

. y ~ % e
ax -h <Q cof. (o jc + 6) -+ £ t~ 8 *.

V. Aequationis a3y — ~£— o integrale eft

y— 2f e
ax

-+- SB e
a x 7*° cof. (a x fin. 72

0
-+- &)

+ <Zc-*xcoj. 360 CQf r fi n , 3
6° -f- C).

VI. Aequationis a
6

y — — 0 integrale eft

j = $1 e** 33 e
1 a x

cof. -4- 5)

+tr lajf
cof. (?^-3 -f- c) -+- © e- 8

1

,

ficque quousque libuerit progredi licet

Scholion 2.

11 37- Quamuis methodus, qua hic fum vfus, expe-
dite integralia aequationum in propofita forma contentarum
fuppediter, a principiis tamen integrationis omnino abhorret.

Cum enim aequatio differentialis eft altioris gradus, leges in-

tegrationis poftulant, vt toties feorfim integretur, antequam
ad relationem finitam inter binas variabiles perueniatur, et dum

’

j fin*
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fingulae integrationes conflantem arbitrariam recipiunt, hoc de-

mum modo integrale completum obtinetur. Hatflenus autem
vna quafi operatione integrale poftremum eruimus, cum omni-
bus conflantibus, quibus id completum redditur; reuera fciji-

cet fola conieiflura vtentes plura integralia particularia lumils

adepti, atque natura aequationis commode permiflt, vt ex iis

integrale completum formare liceret. Verum- fi leges integran-

tli Aride obferuare velimus, propofita verbi gratia aequatione

differentiali quarti gradus, quadruplici integratione opus erit,

quarum prima ea reducatur ad aequationem differentialem

tertii gradus, tum vero ifta per nouam integrationem ad ae-

quationem differentialem fecundi gradus, quae denuo integra-

ta ad gradum primum perducatur, haecque tandem iterum in-

tegrata relationem quaefitam inter binas variabiles patefaciat.

Atque hoc modo etiam aequationum hic tranatarum formam
refoluere licet, vt per continuas integrationes ad gradus fim-

pliciores redigatur, quibus tandem eadem integralia , quae

hic elicuimus \
inueniahtur. Cum autem haec ttiethodus latius

patear, quam ad formas hic confideratas
,

eiusque ope haed'

aequatio generalior integrari queat * •••

X — Ay + -t- *+-^J + etc.

denotante X fundionem quamcunque ipfiusar, cui refoluendae

praecedens methodus minime fufficit, nonam methodum Ra^r

tim ad hanc formam generaliorem accommodabo.
i - i •

- ... :i... t. .• . . . ...
/ .

mi 1

..
1

.—i’ 1

)

T t a C A*
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(
r

^
.

-•••**.
f

J DB

INTEGRATIONE AEQVATIONVM DIFFERENTIA.
L1VM HVIVS FORMAE

X= + ete, .*

C

. » . Problema 147,

P
X138.

ropofita aequatione diffcreutiali

Bdy Cddy Dd*sX= A jf

't

d x dx' d x 3

NdV

fiunto eJeipqqtq 3ur copiUnte, et fignific^nte X firatfionei»

quanncuxique ipfius x r muenire fuodionem ipfius x r per quam
haec aequatio multiplicata integrabilis. euadat.

f

•0 ) Solutio, 1
.

/ - -

Sit Pidx ,ifle multiplicator quem quaenmtiA, •. «e

peius membrum X eo integrabile reddatur, eius rationem ex;

altero membro, definiri oportet. Facile autem mttlb'giturr . for»

mam huius multiplicatoris P eiusmodi fore *
Xa

, ita Yt quan-

titas X definiri debeat. Sit ergo multiplicator, atque

hanc formam

Bdy Cd?y D N d*y
r
x 3 x (Aj -+

d x dx'n
>

iptegrabilem efle oportet) cuius integrale propterea ftatuatur

-A } s T
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e*
x (A'

y

. M'5"” 1 1'

a*4

ita Tt huius difFerentiale cum illa forma congruere debet,
quod cum fit

- H-
^/3"“>

< d x d x*

A'arVB'aar
d x'

'M/ dn?h
dx dx%

, _ a**
r • * * . > < »

neceffe efl fit

a/—

a

p/

—

b— a< rv— c— b' tv ' n— c<a — x ’ 15 — —ir-> ^ — ~—> , ....

M'— ' '

, atque M'= N. -Hind erit

A — x>
* '

. IV * A < .. . ,

t
> - ,^-f fcr*- jjp».: :• : - /.

r

:

r7 C B
,

A
X. V- -i Ph, •>

j *v r- _ * .

TV D C r f A ' v' ' * - - •'

• X X* *’ -» .. ji r

m'=M_ L
,
K A’— ~i—- . . . . . -+- — , et

/
'

’ X .* x^ x8 -X* ic

o= N - M ,
L _ A

X X* • X3 x*
•***-'

Tbi ex -vltima aequatione quantitas X erui debet, quae aequa-
tio induit hanc formam .... r \

A-BX+QX‘-=D.^+E V i * ±K»-=z o,

Tnde cum X fortiatur * Ystforcs, totidem quaqtie' multiplicato-
res inuemuntur.

»rj
Tt 3 Videa-
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Videamus y quomodo hae determinationes pro rfingulis

valoribus exponentis n fe habeant.

, 1. Si «mj erit A — BX=e, -tum vero
'
{

' 7 p

A'= £= B.
.

,

. .

H. Si n — 2 ; erit A’— B X 4- C X
5 == o, tum veli> „ .

.

vero

1mII<1^II -C
• • •

Si s — 3 i erit

' =^B — (

f B X — A C-
f r x* — B X -4- a

B X — A

— D.

;

..-- a

- /A

_ -.i

IV. Si n — +; erit A-BX+CX*— D X’ 4- E X
4 - o,

tfcm vero .
'

\
- J

A' = -f
— B — C X 4- D X*— E X%

B/~ =zC — D X 4- E X*,

C'= ĉ --*±± A — D— E X,

Q/ D X»— C X1 -4- B X — A

V. Si »r=5i erit A— BX-+-CX*— DX’-*-EX4— FX’zo,
tum vero

A/ = A — B — C X 4- D X’— E X* 4- F X*

B'— B
-
x~ A = C-rBX4-EX’— FX’ i ; • •

C'= r — D— E X 4- F X*

tv— DX>-CM+ BX-A — i? f x
£T“

g/ E \*— n X» -M? X»— B X -f- A p

•tque ita porro.

Io-
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Inuento autem hoc multiplicatore e
x * 3 x, prius aequa-

tionis membrum fit /*Xjc X 3 x, et aequatio propofita, quae cft

differentialis gradus », per integrationem reducitur ad hanc vno

gradu fimpliciorem

/*
XjcX 3x-eXx

/ ddy

3 x* dx’
'4

Corollarium i.

1139. Integratione ergo hac prima inftituta, aequatio

propofita vno gradu deprimitur, et definitis coefficientibus A'*

B', C\ etc. ex fuperioribus formulis, aequatio integralis hac

forma exhiberi poteft •

• x
*fe

K *X 3X=A'j+B'— -+- -+

ox ox
-

: ,

•

_ Corollarium 2.

-M,V-'J
dxn-<

114.0. Cum prius membrum e
_x */ex*X 3x (it fumftfo

ipfius x conflantem arbitrariam inuoluens , fi eius loco pona-

tur X/
, haec aequatio fimilem formam habet atque ipfa pro-

pofita, ideoque eadem methodo iterum integrari et ad gradum
differentialitatis n— 2 reduci poteft ,

quae huiusmodi formam
habebit

X-v-a^h-B"h+c"™'.*
dx 57

i Corollarium 3.

1141. Hoc modo vlterius progrediendo tandem ad

aequationem^diflferentialem primi gradus peruenietur

quae fimili modo ad aequationem finitam X(R) .= A(n,
j redu*

citur, qua relatio inter ipfas variabiles x et y exprimitur.^

Scho-
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Scholion. •
.. t

* 1142. Haec igitur eft methodus huiusmodi aequatio-

nes -differehtiales aitiorum graduum focceffiue per gradus inte-

grandi, vbi tot opus eft integrationibus, quoti gradus differen-

tialis fuerit ipfa aequatio propofita. Totum ergo negotium fi-

"tum eft in imientfohe fuccefl.ua coefficientium, quos ex prae-

cedentibus ope multiplicatoris definiri oportet. In genere qui-

dem lex, qua ii contimio ex antecedentibus determinantur,

tion ita eft perfpicua, vt inde forma integrabitis, extimi per-

fpici poftit; ycrum quia ex capite fuperiori nouimus, ,<afu quo
primum membrum X euanefcit, etiam vjdmuth, integrale* lege

fatis fimplici contineri, idem hic vfu venirp.jmerito fufpioamuB,

eamque legem facillime agnofeemus, fi pedetenrim a gradibus

inferioribus ad artiores progrediamur. 'Ac primo quidem tafu,

quo aequatio eft diflferentialis primi gradus XzrAr-4-B^?,
multiplicator erit ex * 8 x, polito A— := o, rt fit X— A

,

et cum fit A'~ = B, integrale erit

' /eKx Xdx = B e
kxj feu e- Xx/eKx Xdx~'Bj'. \

Ad hanc fimilitudinem aequationes graduum aitiorum cuolua-

mus, ac formam integralis vltimi inueftigemus.

Problema 1^8. •

x 143. Propofita aequatione differentiali fecundi gradus

Xr=Aj-t-Bj2 4-C|^,

per duplicem integrationem relationem inter x tty inueftigare.
•v r., • :

: .... Solutio.
,

Sit e
Kx dx muitiplicatqr hanc aequationem per fe in-

tegrabilem reddens, eritque A — tum fumatur

A/=4 =B— CK«t B,=*^*= C,

POQ*
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pofitoque

r x,//*X3j

r

= X',

aequatio femel integrata eft

X'= A'y -f-J 4X

Huius iam multiplicator fit eritque A/ — B'

ac ftatuatur A//= ~ — B/
; pofitoque e~ >lXfe>lx X/ dxzzzX"

habebimus X"— A"yy quae eft aequatio bis integrata relatio-

nem quaefitam inter x et y exprimens.

Cum igitur hic fit A"— B' et B — C, erit A"— C.

Deinde loco A/
et B /

fubftitutis valoribus, aequatio A/~B/pL=o

induit hanc formam

B— C X— C p — o, feu B — C (X -4- p) r= o,

ex qua cum fit X-t-p = -5-
? patet X-»-p aequari fummae bi-

narum radicum aequationis A— BX+CX'~ o. Quoniam
igitur X eius vna eft radix , p necefiario eius alteram radicem

denotat. Quare fi ex aequatione propofita, vti itv capite praq-

cedente fecimus, hanc formemus aequationem A-f-Bz-f-Cssro,
eius radices erunt z —— X et z — — p. Seu fi faftores eius

ftatuamus C (a z) ((3 -+- s), litterae a et (3 praebebunt valores

X et p. Hinc cum fit

X' =zc~* xfeax Xd x erit

*-*' x dxf?tx Xdx. At

f^- a ' x dxfe» xXdx=^/P-a)x
fe*

xXdx--±-Jt? KXdxi
nde concluditur

' X//=r^^“*/e“*xajr+£
fl

e-?xfiPxXdx.

Quocirca aequationis prdpofitae integrale completum eft

Cy=^-e-* x
fe

axXdx-*-^e-t x
f(P

xXdx

Vol. II. V v ibi
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vbi litterae a et (3 ita funt capiendae, vt fit

A+Bs+ Cz» — C(a -+- 2) (P
-
1- 2) *

Corollarium 1,

1144. Si bini hi faftores fint aequales, feu £=a, erit

X"- e
-axfdxfSlxXdx=e-axxfe*

xXdx-e- ax
fe

a*Xxdx
,

ideoque cafu

A+ B2+ Cx2=:C(a+ 2)*,

aequationis noftrae integrale eft

Cy = e~ ax (x/e“ x X.3 *—/e“ x X * d x)

.

Corollarium 2.

1145. Si bini faftores fint imaginarii, quod euenit G

A + Bz+C22= C(//+2/2cofJ + 22), erit

a / (cof. 0 —H / ~“ i. fin. 0) et

0 :=/(cof. 0— /— I.fin. 0) hinc

e
«x — ffxctf.i (cof.yjr fin. 0+ )/— i.fin./ * fin. 0) et

eP* — e^***-^ (cof.fx fin. 0 — j/
— z. fin./ * fin. 0), atque

£— a——iY— i./fin- 0.

Corollarium 5.

xi 4(5. Quo haec facilius fubftituere queamus, fit bre-

vitatis gratia

OTj cof./jr fin.0=p, et fin./ v fin. 0 = y,

vt fit

^ x -mp-hmq V—i, et & x ~m p — m q i/— 1,

Hinc fit

/eax Xdx-fmpXdx-*-fmqXd x \/- 1 et

f£ x Xdxz.fmpXdx~fmqXdxV-
Tum
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Tum vero efl

e
—ax— p — qV— i

^ et r
-px p+qY—,

m. * m

i

Corollarium 4.
1147.

Ex his colligimus

tr* x
f e*

x Xdx — JLfmpX d x— fm P X d x

-+• tljrlfm q Xd x fm q X d x ,

et fumto Y— 1 negatiuo, prodit e~^ xf^ x X d x 9 quae forma

inde fubtrafta relinquit •
.

_ ‘JL£izlfmpXdx+ LLXpIfm qXdx

;

hocquc refiduum diuidi debet per

(3 — a~— 2 y— i./fin. 9.

Vnde integrale colligitur ^
Cy— —5—JtnpXd x £—.fmqXdxlJ mjin.t' r mjm. •

Corollarium 5.

1148. Reftituantur pro w, p, q valores afliimd, atque

aequationis noftrae
,

fi fuerit

A+ Bs-f Czz=:C (//-4-2/s cof. 0 -f- z z)

integrale erit

quae ergo expreflio aequiualet illi
, fi a et (3 valores imagi-

narios obtineant.

Problema 149.
1149. Propofita aequatione diflferentiali tertii gradus

X= A.r+BjJ-hC£?H-D{3
per triplicem integrationem cius integrale completum inuenire.

V v 2 Solu-
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Solutio. />
.

Pofito. multiplicatore e
Xx 3 x , debet efle

A— BX-hCX’ —D^~ o,
tum fumatur

A^B-CX+ DX’, B;=C-DX ct CiD,
pofitoquc

< e-Xx/^x Xdx = X',

aequatio femel integrata praebet i

X'= A' y -f- B' 12 -+. C' g?.

Huius porro multiplicator ftatuatur e* * d ar, ?t ik

A'—B> C' fC =: o,

fttmaturque

A"— B/ ~~C/
y ct B"= C\

* A .

et pofito

'-'L*fr*X, dx-=zX">
aequatio fecunda integralis eft

X// ==A//jr+ B'
ir

||,

cuius multiplicator erit r
v *^af, fumendo A"— B'''»'—©, at

pofito A//V — B77
,

erit aequatio integralis tertia

e~'ix / e'
1 x Xv d x— A y

— Dy y

quaeri ergo oportet quantitates X, y3 y. Eft vero primo

A— B X+ C X
1— D X’— o

,
tum

B— C (X ~j- y) -f- D (X X -f- X y. -f- y. y.) zz o }

et ob

f A^ zz C— D ( X —1- y ) et B f— D
3 j

exit tertio
'

k

C —— D (X -f- y *4~ y') zz o i
» •

cx
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ex qua poftrema aequalitate patet , X -f- /jt v aequari fiimmae

radicum aequationis primae, cuius X eft vna radix. Quod
autem jx et v fint reliquae radices, hoc modo oftenditur. Con-
fideretur aequatio

A -+- B « -f- C s* -f- D s* m o,

cuius fi vna radix fit z —— X, feu X-f-z vnus fa<ftor, diui-

datur per eum aequatio, ac prodibit

Ds* + (C- DX)jh-B- CX + DXXzro,
quae eft ipfa aequatio fecunda C' z s -f- B' z -4- A' — c

, cu-

ius radices funt z —— p. et z — — k, feu fadores (y. -+- Zj

(y-f-z), vti in problemate praecedente oftendimus. Quare.fi

formulae

A + B z -f- C s* •+ Ds‘,

fadores fint

D(a+z) (p + s) (y -t- s),

pro integrali vltimo inueniendo ponatur

xaxziX', er?xfe^ x X' d x = X*V et

e~yxfS* x X" dx = X"',

eritque D; r Xw. Verum per redudionem integralium eft,

vti fupra vidimus

X" == p-L-. *-•*/«“* X d X -+-^ X a X,

hineque porro

fe'**X"dx= t—L.—
. e

{y~«rx
fe

aX X dx-

J

X dx* |^-aU>-«) ^ (P—a)(>— a)-'

^ (a-PHV-P)
/C A0Jr>

vbi bini poftremi termini contrahuntur in

,

—

-l--
nJe

yx X dx.
ta—

'

vhv-Pk
f

Quamobrem integrale quaefitum eft

V v 3 ‘ D/

Digitized by Google



CAPVT III.34 2

_ e-* x rf*Xdx e-P xfeP x Xdx e~ yxfe
yxX?x

y ~~
(P—«Xv— «0 O—PXy— P) (*—vXP-’v)

Corollarium i.

1150. Si formulae A + Br+CsVDr5 duo fafto-

res fuerint aequales
,
puta y

—
(3 ,

erit

/V* ^ «u*-!*/»** xax-^/V* xa*

ideoque integrale hoc cafu erit

f
- a xr

e
a *xdx-e~ P xr£ x Xdx r- P Xxfe?

xXdx-e~Vxfe^xXxdxDy~ -+• i—
.

(P— «/ « —

P

Corollarium 2.

1151. Si omnes tres faftores lint aequales, feu

a— (3 ~ y, erit

e x X" =/dxfeax Xdx = xfeax Xdx-f<f x Xxdx i et

e
ax X/// =fSxx X"dx=fdxfdxfeax Xdx ,

feu
*

X"'= \xxft* x Xdx- xfe*
xXxdx h- lfe

axXxxdx,
rnde integrale hoc cafu erit

Dj'=z}e- ax (xxfe
axXdx—2xfeax Xxdx-i-feax Xxxdx),

feu

Dj=ztr* xfdxfdxfeax Xdx.

Scholion.

1152. In genere etiam nulla integralium redudlione

adhibita integrale noftrae aequationis ita exprimi poteft, vt fit

Dy= e~ yxfe(y~?>* d xyyP-«)* d */e“* X 3 x,

polito

A •+• B s +• C s’ -+- D s* = D (« -+• 2) (j3 +•
«) (y »)

,

vbi
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vbi imprimis notatu dignum occurrit, quod ternas litteras a,

13 , y quomodocunque inter fe permutare licet, ita vt haec
integralis expreffio fex modis variari poffit. In problemate
etiam praecedente, vbi duo tantum fa&ores occurrunt

C(a+ 2)(p-|-2) = A+ Bs+Cs‘,
aequationis

XziAj+B^+ Ci^* ' ix dx*

integrale completum ita exhiberi poteft

Cy = r-P xftf- a)x dxfe*x Xdx,
ac permutaris litteris a et (3 etiam hoc modo

Cy=e- axfel'-V x dxfe? x Xdx.
Quarum formularum aequalitas fi fuerit perlpe&a, id quod
tentanti facile patebit, praecedentium quoque variationem de-

clarat. Sit enim e~ axfeaLX X dx — X/, erit pro fuperiori

formula

Dy= e-v xfeiy-? )x
d x ffix X' d r,

cui cum aequalis fit ifta

Vy= e-P x
fe$-y)* d xfc* x X' d x

,

erit etiam pro X/
valore reftituto

Dy= ,-P*yVP-»* d xf^- a)x d xff x Xdx,
quae a prima hoc tantum differt, quod litterae p et y funt

permutatae. Quod autem etiam litterae (3 et y cum a per-

mutari queant, hoc modo difficilius oftenditur, ex redudione

autem in folutione adhibita, atque adeo ex ipfa folutionis in-

dole per fe eft manifeftum.

Problema 150.

1153. Propofita aequatione differentiali quarti gradus

fumto

Digitized by Google



I

CAPVT I1L34-f

fumto elemento 9 x conflante ,
et denotante X fun&ibnem

quamcunque ipfius x, eius integrale inucftigare.

Solutio.

In fubfidium vocetur formula algebraica ex aequatione

propofita facile formanda

A + BS + C2Z + Da* -+- E Z* — P ,

quae in fa&ores fuos fimplices refoluatur , vt fit

P rr: E (a z) (p + z) (y -+- z) (S + s) ,

et multiplicator aequationem noftram integrabilem reddens erit

e
Xx dx, fumendo X aeqoali vni litterarum a, (3, y, S; fuma-

tur ergo X — a, vt fit multiplicator r“
x
9ar, atque pofito

g—axj-^x x ^ x — X', aequatio femel integrata erit

X'=zA'j B/ L?
di»

vbi Ax
,

B', C', D' ita determinantur, vt fit

A/ A 'R/ -A+ Ba r*/ C«»— Ba+ A TV Da*— Ccr* 4- Bo— A- ,
» £5 5 O ,» U ^ >

feu

vel etiam

A— A' a, B = B /an-A/
, C=r CTa-f-B', DzziD^-hC'.

Ex quibus determinationibus liquet, fi ponatur

a/ + b/ z + c/ s
, + iy*’= Q,

hanc formulam Q nafci ex formula P, fi haec per a-f-s di-

vidatur, ita vt fit

Q.= ~~
z= E ( P -+• s) (y +• z) (S -h z).

Eodem ergo modo fecundam integrationem inftituamus ope

multiplicatoris ep*9x, et pofito

e-* xfe(?*X/ d^ = X//
,.

erit
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erit aequatio integralis

X" = A"

y

-f- B" §> -4- C" Ul ,J ' i X d X* '

coefficientibus A'\ B C" ita fumtis, vt fit

A" -i- B"z -+- C" z
1 = — E (y z) (A z).

(a-t- z)i j3 -t- z)

Hinc porro ope multiplicatoris e
yx dx integrando, fi ponamus

e— >* / e
yx X" d x — X"\ inneniemus

X'"— A"'y -h B"' 12,

exiftente

A'"+ B/// s= - = E (5 -4- z).
lcTTeilfT* H7 *

Ac tandem ope multiplicatoris e
Sx dxJ pofita forma

e-* x
fe*

x X"/ dx =X"",
integrale vltimum reperitur

X""~ Au//
y exiftente A'u/~ E.

Haec igitur omnia colligendo, integrale quaefitum erit

Ey~ e~Sx
f+s ~ y ' x dx/Jy-V x d xf^~ a)x dxfcax Xdx,

quae expreflio iam fine vilis ambagibus ex refolutione formae

principalis

P ~ A + Bs + C2, + Dz1 + Ez4
,

in fa&ores fcilicet

P “ E (a -h z) ((3 z) (y -+- z) (5 -t- z)

,

confici poteft, vbi notandum quomodocunque ordo litterarum

a, (3, y, S permutetur, pro Ey femper eundem valorem

prodire debere.

Corollarium i.

1154. Cum fit X' zzz e~ ax
f e?

x Xd x, erit vti iam
vidimus .

.
Vol. II. X x ‘‘ X"
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X" z=c-V*f<P x X'Zxz=e-~*x
(t—lff *X 3x-—& *X3x\\p-a p-«; /*

feu

x„ __ e~** frax Xa.v r^ffrX3x
P — a a — p

Corollarium 2.

1 1 s 5. Porro ob X'" z=z r~ y x/

e

yxX" d x, erit fimili

modo redudtionem inftttuendo

X/// _ '-^re^Xtx
|

e~^ x
fe

yx Xdx
(P — a; (y — X) (p — a; (a — y)

3r *

—

y* fey* Xdx
. .

(*-p;(v-p; («— P;(p'
zr y)’

quae reducitur ad hanc formam

y/// _ e~ ax
fe«

x X dx e~V* /V3 * y 3 r ,-7* /yv* Y

(p a) (y a) (*—p,(y-pj (a-y/p-y;*

Corollarium
115^* Hinc fimili modo euoluitur valor X''", vbi

quidem fufficeret primum membrum erui fle, quippe ex quo
ob permutabilitatem reliqua fponte formantur. Hoc modo in»

tegrale noftrac aequationis reperietur hac forma expreffum

P „ _ e-° x r<* * X a x + r- 3 ’ f rP* X a r

(P - «ny - *) (rt — a) (a— P, ^y— pj (d - p)
e
-y

*f ey*Xd x r}'t;*x 3 .r

(a-y) (p—y) (5-y; (a (p - 5; (y-0*

Scholion.
it?*?* Si duae pluresue radices fint aequales vel ima-

ginariae, inregralia inuenta transformationem poftulant, cuam
deinceps inueftigabimus. Atque haec poftrema quidem forma

magis
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magis apta videtur, vnde transformationes repetantur. Ita pro

faClorum aequalitate fi fit 5ny, bina poftrema membra tantum

reductionem poftulant, ad quam inueniendam ponatur 5=y— u,

et penultimum membrum erit — x d x

tu
(a y) (0 — y)

; pro vl-

timo autem notandum eft, efle

i — » — i co et r — — — w
a—

i

a— V-t-u a—y (a— /}** p—S p—y iP— V)*’

hincque

Tum vero pro numeratore erit

e~ Sx — e~"
yx (i u x) , et i?

x— e
yx (i — w .r)',

ideoque

e~Sxf<*
x xdx = e~yxfeyxX dx 4- <o e~yx xfcy * Xdx
— a) e~yxf e

yx X x d *,

atque hinc bina vltima membra ob terminos per w diuifos fe

definientes, abeunt in hanc formam

(2v_ a— (j)e-yxfe
yxXdx+ e~yxx fe

yx Xdx~e~yxfeyxXxdx
(a — y/ (|3 — y/ (a - y) (j3 — y) ’

quae exprefilo etiam ex priori forma elicitur. Eodem modo
problema in genere refolui potefl.

H58.
Problema 151.

Propofita aequatione differentiali cuiuscunque

x=a,h-b^I + c?^
dx dx'

fumto elemento dx conflante, et denotante X funClionem quam-
cunque ipfius ar, eius integrale inuefligare.

X x a So-
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Solutio.

Formetur ex hac aequatione formula algebraica

A + B s + C :’ + I) + + N 2* z: P,

quae in fatflores fimpliccs refoluatur, vt fit

P — N (a -+ z) (p z) (y z) (v -t- «),

quorum numerus eft n . Quodfi iam fimih modo per lingu-

las integrationes continuo progrediamur, tandem ad hanc ae-

quationem integralem extremam perueniemus

N/ z <T » X/V *-*»* axfellt~ X]x dxf fe
1P -«’ * ax/e° xXdx,

feu cum favores inter fe permutare liceat, erit etiam

H^-e-axf^-^ xdxfi l
'- y)xdxf fi*-" x

dxfe'
x Xdx.

Haec vero exprellio per fimiles redtnfliones, quibus Cupra fu-

mus vfi, in fequentes partes lefoiui poteit, ad quas commo-
dius reprae lentandas fit briuitatis gratia *

(P— a) (y — a) ($ — a) (y— a) — a',

(a — P;fV — (*)(*-& (y— (3J = (3'
t

(a— y) (P —y)G— y) ••••*• Of —y) = y\

(a— y)(p—)(y— y) (y.— y) =
hineque erit

N/= p X 5 x -f-
x X 3r

-+ £ e~yxfeyx Xar + -L e-»*/r**X 9 r.

Ne autem opus fit ad valores a', p% y
7
,

etc. inueniendos,

tot ladores in fe inuicem multiplicare, cum fit

= (p -+- z) (y -+- z) (5 -+- z) 0' + *)*

cui-
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euidens eft, hanc formulam praebere valorem cc', fi ia ea fla-
_

tuatur zz= — a; hoc autem cafu fradionis tam na*

merator, quam denominator euanefcit, ex quo eius valor eiit

ji-L. Quare cum fir

P — A + B 2-+- r s,+ Dj! + . . . . -+- N af , erit

iZ — B+iCt + sPt’
d Z

quae expreli.o vocetur Q, vnde patet fore

/- 2
. pofito Z — — a,

Q' — 2« pofito z — — (3,

y' — 2. poG.O z —— y>
etc.

Vel cum his valoribus fubftitutis aequatio integralis per N di-

vidi queat, fequentes va ores colligantur

B — a C * +" 3 D a* — 4 E aJ ±#N a"
1 —

B — i C p + 3 D (3‘ — + E(3j ± n N p
R“‘ = 33,

B — z C y -+ 3 Dy‘— 4-t Y*

B — iCi»+3Di'' — 4 E»-3 ±»Nt-" ‘ = 5?,

quibus conftitutis erit intcgrale quaefitum

y :jrax/faX X3 jr-+- ir?x/f|3lX3x+ ^
e-yxfey*Xdx-+-ctc,

quoad omnes fadores fuerint in computum dudi.

Corollarium i.

1159 . Cum fit

*'= £, = v'= £> etc - erit

SI — N a', 33 = N (3% e = N y'
y etc.

X x 3 ' Hinc
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Hinc ob

PrA-4-Bz-*-Cs‘-+-D2j-4- +Nsn
r: N(a-f-z)(p-i-z)(y-+-z) (v-t-z),

erit

21 = -~~
t

pofito z —— a,

33= p-L-
s

pofito 2 =— p

,

£— pofito 2 = — y,

et ita porro.

Corollarium 2.

1160. Regula ergo huius aequationis 'propofitae

mr i tj ^ ^ ^ y I pv ^y 1VT ^
X — Ay -+- B -+ c —— +D-^ + -+- N -

o x o x or o

integrale completum inueniendi ita fe habet. Formetur inde

formula algebraica haec

A + Bz + CzVOj^ -+- N z* =: P,

cuius quaerantur omnes fartores fimplices, qui fint

a-+-z, (3 -+-z, y+ z, 5 -f-z, etc.

quorum multitudo numero n eft aequalis, tum pro lingulis

his fartoribus fequentes quantitates conflantes definiantur 21,

23 , €, $D, etc. vt fit

21 = pofito - a, feu

Sl = B- 2Ca + 3Da’- 4E a* . . . . -± n N a*
-1

,

5 — f3V* Poflt0 s— -P» feu

23 = B- sCp-t- 3 D^ — +Ep3 ± »Np’l- ,

J

6 —yh Pofito z — — y-> fcu

£ - B — 2Cy + 3 Dy* — 4Ey3 ....^:nNyB ““ ,

,

his omnibus inuentis erit integrale quaefitum

y=
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y- lf-
a
*fe

axXdx+ ^-P*/tP*X 9 r-4- L e-y*fe^
x Xdx~i- etc.

quae forma tot conftat partibus, quot fuerint fidiores fimpli-

ces in formula P.

Corollarium 3.

11 61. Cum hoc modo integrale tot confiet partibus*

quoti ordinis e(l aequatio differentialis propofita, et vna quae-

que pars per integrationem vnam inuehat conllantem arbitra-

riam; manifefium ell integrale ope huius regulae inuentum

fore completum.

Scholion.

ii<52 . Integratio ergo huiusmodi aequationum diffe-

rentialium nulla amplius laborat difficultate, fi modo formulae

illius algebraicae P omnes fadtores fimplices, feu quod eodem
redit, huius aequationis algebraicae

A+ B 2 + C 2* + I) 23 + +N2"~o,
omnes radices numero n affignari queant. Hic vero duplicis

generis cafus occurrunt, quibus haec integratio vehementer

impeditur, quando feilicet vel duo pluresue eorum fadlorum

fimplicium inter fe fiunt aequales, vel imaginarii, quo quidem

pofteriori cafu hoc tantum incommodi accedit, quod partes

quaepiam integralis inuenti imaginaria inuoluant, quae aurem

fada redutfione fe mutuo deftruunt. Priori vero cafu partes

ex fadloribus aeoualibus oriundae adeo fiunt infinitae, fed ita

diuerfis fienis afTedlae, vt coniundlim nihilominus quantitatem

finitam referant, cuius valorem nonnifi per plures ambages eli-

cere licet, v bi probe notandum eft, vtroque cafu inuentionem

re'iquarum integralis panium, quae fadloribus inaequalibus con-

veniun', reutiquam hinc turbari. Methodum autem huic fini

accommodatam in fequenti problemate explicabo.

Pro-

. Digitized by Coogle



35* CAPVT in.

1163-

gradus

X=A y

Problema 152.

Propofita aequatione diflferentiali cuiuscunque

C ^-i-D 3*-r 3V
dx*

•»&
a* a**' a*‘

fi forma aigebraica inde fa&a

. P ~ A + B z + C 2'
-t- 1) + E 2*+ + Ns*

duos piuresuc faftores fimplices inter fe habeat aequales, par-

tem integralis inde oriundam inueftigare.

Solutio.

Sint primo duo fadlores a-t-s et p-t~z inter fe aequa-

les , feu pra, reliquus vero fa&or formae P fit"Q, vt ha-

beatur

P — (a -4- z) (f3
-+- z) Q= (a -f- z)* Q ,

pofito autem z — — a, abeat Q in <£. Tam initio faltem lit-

terae a et p vt diucrfae fpe&cntur, excepta quantitate (E quae

vtrinqne fit eadem, atque pio binis integralis partibus ex his

binis fadoribus oriundis habebimus

21= ((3 — ct)(r et <8 = (a— p) <E.

Partes aurem integralis inde oriundae littera v defignentur, vt fit

(p — a.)£v = e- ax
Jeftx Xdx— e-P xfefix Xdxi

vnde differentiando colligimus

fp- a) d dv a e~ a

1

dxfe* xX dx-*- p e~^ x 3 x /V5

1

X dx ,

ad hanc addatur prior per p 3 x multiplicata , fietque

(P

—

a)gdv-t-(f3—a)(£(3vdx-((3—a)t~ ax dxfeaxXdx1

quae per p — a diuifa
,

et per e~ aX multiplicata , ob p ~ a,

integrale praebet

deax v —fdxff x X dx.
Quo-
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Quocirca loco binarum partium ex fa&oribus aequalibus a+x
et (3 -t-z oriundarum fcribi oportet hanc lormulam

v= l<r axfdxftflx Xdx^
vbi Q oritur ex forma ——-3 polito z~ — a.|u+»r 1

Ponamus iam formulam P tres habere fatfores fimpli*

ces aequales, vt fit a. + z ~ (3 -+ z r y -+- z
,
quosquidem initio

vt diuerfos fpeftemus.

Ponamus ergo P = (a -
4- z) ((3 -t- z) (y + z) Q , abeat-,

que Q in 2Ji, polito z—— a
,

ac pro integralis panibus ha-

bebimus

51= (f3
— «) Cy— «)% 53 — (a — (3) (y — (3)

(£= (a — y) (p — y)
Hinc fi fummam trium integralis panium, quam quaerimus, lit-

tera v denotemus, erit

,-iiyy*Xd*
,
t-P*rf aXdx

,
e~yx/eyxXdx

SDl v ~ -f- h
(P—“)(y—«) (a—pxy— PJ («—y)(p-y)

Cum nunc fit

1 1 1
*• — o

-

(0 — a)i7— a) (a— (3)17
—

'

(a— 7)10— Y>
7

erit differentiando

— -* e
‘~axf(ftx^x (3e~<ixrJixXdx_ ye-yxfryxX ?x

dx ( p a) (y a) (*-PXv-P; O—yAp—y)*

ad quam fi prima per a multiplicata addatur, fit

~(dv \ tr**f&xXdx
,

e~yxfe
yxXdx

(
— -i- a v

)

— ' H -

\ax J y— p p—y
Haec aequatio denuo differentietur, vt prodeat

gr/^ . __ -~Pe-?
x
r<?

xXdx __ y(Ty
x
rf
yxXd x

\dx* dx )
~~~

y—P p—y
’

Vol II. Y y ad
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ad quam illa per
fi
~ & multiplicata , fi addatur, oritur

ty\(?J
>J+~~-i-a.a.v')-e~yxfe

yxXdx-e~ aX
fe

aXXdxi

vnde iam omnia incommoda funt fublafa. Multiplicetur nunc

per e
ax d x,

et integratio dabit

^SH e
ax a v) z=zfd xf e

ax X dx y

quae per d x multiplicata dentio fit integrabilis, proditque

<

>Ble
ax vz=:fdxfdxfeax Xdx.

Quocirca fi forma P fadorem habeat cubicum (a. -+-«)*, quae-

ratur quantitas SD1, vt fit

^ = (u .-t.rp P ofito z = —
et integralis pars hinc oriunda erit

~e~ axfdxfdxfeax Xdx.
Simili modo fi formula P quatuor habeat fiuflores aequales, vt

fit P — (<* -+- z)
+

Q ,
capiatur 2)1 =~ feu 2JJ— Q* pofito

z —— a, et integralis pars inde nara erit

e~ axfd xfd xfd x/eax X d x

ficqne etiam cafus, quibus formula P adhuc plures habet fa&o-
jres aequales, facile refoluentur.

Nota. Tota haec folutio cfl viiiofa, propferea quod licet quantitates ec, 0, y,
ete. quae ponuntur aequales, vt diuerfae fpedentur, tamen pro fingjili»

membris quantitas SP? eundem valorem retinere alTumitur. (^uodfi enim
litterae ce, 0, y, etc. infinite parum a fe inuicem diferepare concipian-

• tur, etiain in valoribus littera $? indicatis diirerentiam infinite parnam
agnolcere oportet, vnde cum fingulae partes integralis fiant infinitae, iis-

que euolutia membra infinita te mutuo tollant, ex differentiis infinite

paruis litterae ® partes quoque finitae emergunt. Corredionem horum
errorum petere licet ex feq. Probi. 154 , dum fadores aequales iu aequa-
tionem peculiarem coniiciuntur. Malui autem liunc correctionis laborem
-mduflriae ledorum- relinquere, quam hoc opis a tali errore liberare,

facpe enmi plus prodell errores, in quos etiam exercitatis incidere con-
tingit, conferuari, quo melius harum rerum fiudiofi addifeant quanta dr-
eumfpcctioue cauendiuu fit, ne iu ratiocinando hallucinemur.

CoroI-
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Corollarium i. •

1x64. Notatu hic omnino eft dignum, quod hac for»

mulae

. 3 v + a v 3 jt, SjD+iaSxSv + avSjr*,

d* v-+- 3 adxddv~h 3 u*dx
a

dv-h a* v’ dx'

et in genere haec

dn V -+- ? a 3X dn
- 1 v -h ? f r--L> Z^dx' dn

~
*«m- a^^d^u-t-ete.

1.2 X.t i

fi femcl per r“* multiplicentur, fuccefliue toties integrationem

admittant
,

quot vnitates continet index », ita vt poftrcmum

intcgrale fit e“*.

Corollarium 2.

1165. Ratio autem huius phaenomeni inde eft mani-

fefta, quod fi formula e
ax v continuo differentietur, fumto ele-

mento dx conftante, formulae illae differentiales per e*
x mul-

tiplicatae prodeant, ita vt fit

3*. e* * v

-

e“ * ( d
n v -+ i a dx 3*~ 1 v •+• ct dx

1 3" * v -+ e tc
. 5

Corollarium 3.

xx 66. Aeque memoratu dignum eft alterum phaeno-

menum, quod folutio ifta nobis offert; lumtis fcilicet numeris

quibusennque a, (3 , y, 5, etc. fequentes aequalitates femper

locum habere, vt fit

i-p^ p—
a

»

> 1 » *

<a—p)ta—7) tP— t» Hii — > ) (7— aH7-p)

Or)ia— a*i£—71.0—£) l ir—u
) pA f—$ ) pXd

etc#

quotcunque numeri hoc modo capiantur.

Y r * Corol-
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Corollarium 4.
1157. Si formula P iu fadores fimplices rcfoluta po-

natur

P— N(a-f-s) ((3-bz) (y-t-z) ...... (jx-t-z) (y-hz) t

expreflio integralis prius inuenra (1158*) quae erat

Ny r*-“*/?^*dxfe'^ y~**dx f^-^dxfr^Xdx,

ob fidiores aequales nulla implicatur difficultate , forma autem

poflerior
,

qua intcgrale in partes ex Ungulis faflor bus ortas

diftributpm exhibetur , et quae ad vfum multo magis accom-

modata videtur, eo difficiliori egebat euolutioue. .

Scholion.

116S. Phaenomenum Corollario 5. obfirrua^m eo ma-

iorem attentionem meretur, quod etiam ad Arichmeticam vul-

garem transferri poteft, vbi vfu adeo iafigni non carituruin vi-

detur, praecipue quod eius demonflratio miuime fit? obuia, fed

ex profundioribus Analyfeos penetralibus repeti debeat, ex quo
haud alienum fore arbitror , fi huic infigni Theoremati arith-

metico hic locum concedam , idque eo rr.a;,is
,

quod folutio

problema*is hic expolita fine demonftratione illius Theoremati*
minime forer perfedta.

Theorema Arithmeticum.
iitfp. Si habeantur numeri quotcunque <7. c, </, etc.

ex iisque dum a quolibet finguli reliqui fubtrahantur, formea-
tur 1'equentin produfla

{a—b){a—c){a—d')(a—e) etc. = ^
,

{b-a){b--c)(b—d)(b—e')c\.c. — yz>

(c— a)lc~b)(c—d)(c~e

)

ere. ~ (E

(d—aj{d—b)(d—c) (d— e) etc. = iD
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(emper habebitur

k+ & -+- k 5 -+- « tc - = o-

Demonftmtio,

Confidcretur fecundum principia ia IntrOdu&ione ad

Analyfin infinitorum tradita haec fra&io

1 * —» a ) * *— 6 ) 1 c — - filiae. *

vbi Z denotet eiusmodi fun&ionem rationalem integram ipfius

2, in qua fumma poteftas ipfius z minor fit numero faflorun»

denomioatoris ;
baecque fratftio refolui poterit in has fradiione*

fimplices, quibus ea iun&im fumtis fit aequalis, fcilicet— -B—i
-+- ~-z -+- r11

!
crc*

Ad quam refolutionem fumamus illum numeratorem Z ~ z%

exi flente n numero integro minore quam denominator couu«

net failores, atque hi numera- ores ita definiuutur, vt fit

A =

B —
(a — uj Ka — i) (a — dj tcc.

b*

(b— dj (b — (j {b — d > e t c.

c —
(c — aj {d — b) (*• — d

)

etc.

• etc.

Cum igitur iflae frafiiones negrine fumtae nempe

etc.A

i
— a

*

b— Z

C

C Z

D
d— zW « V « ••

ad fradionem propofitam adieftue in nihilum abeant, (i z fit

miserorum propofitorum a, etc. vltimus, qi.orum adeo

multitudo maior eft quam n + i, ponatur

Yy 3 (a—i)
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(a — b) (a — c) (a— d) (a ~~ z) = 21

(b— a) (b— c) (b — d) (b — z) — 95

(c— a) (f— b)(c— d) (c— z) — <£

{d— a) (d— b){d— c

)

(</—«; — £>

etc.

(z— a)(z— b)(z~<r) ..... (s—j0 = 3

Vt fragio propofira fit — . Atque hinc perfpicuum eft,
3

mam omnium harum fradionum efle

an - bn . c
n

,
d* z*

fum-

58 C £)
*••••• "^g— 0

dnm fit n -+ i minor numero terminorum. Sumto ergo n~ o
oritur cafus Theorematis.

Corollarium i.

11*70. Haec fi transferantur ad numeros 21, 58, (£, etc.
fupra (udo.) definitos, vbi aliquod leue diferimen in fado-
rum conftitutione probe eft notandum, intelligetur effe

etc. zz: o

¥~ T — W~ etc ’ = 0

_
;
._

g
_
¥
_.._ etc,=0

etc.

donec perueniatur ad hanc formam

an *
fi
n -« vn-1 5

B_I
rt *-l -t-I -4- -nete.

si ~
ib - d

— ~~

cuius fumma non amplius eft euanefeens, fed aequalis fradio-
ni

Co-
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'Corollarium 2.

U71. Hoc etiam ex euolutione formae in Theore-
mate adhibitae colligere licet; etenim fi ea ftatuatur

2"-«

(2— a)(z— b) (z—’ c) 0—-j)*

exiftente omnium litterarum a , b
,

c , etc. numero ~ », quia

hic numerator s"
—I

tot habet dimenfioncs, quot funt fadores

in denominatore, pars integra in hac fra&ione contenta cft vni-

tas; quae etiam fa&a refolutione conferuatur, et in applicatio-

ne ad cafum memoratum abit in

Scholion.

1172. Poft huius Theorematis demonftrationem de-

mum clare a pofteriori oftendi poteft, quemadmodum integrale

fupra (11 '60.) exhibitum aequationi differentiali ibidem propo-

fitae fiitisfaciat. Notatis enim expreflionibus §. 1170, cum fu-

pra inuenerimus integrale

y — \e~ ax
fe**Xdx-t-$>

e—^x
feP

x Xdx-t- etc.

erit continuo differentiando

i2— —1^e~ ax
/e'

xxXdx—^tr*xf£*XZx— etc.

| = a^e- ax/eaxXdx-i-^e-^ xf^
x Xdx-*- etc.

>22 — -•!e~ ax
fe'

lXXdx-%e’~P x
f(P

xXdx - etc.
ix» 2t J SB *

etc.

Tsque ad
i»— 1 v ,.n — t /5n— 1— e~~

axf e*
xXdx-+- t- f3 */V3*X 3 jr-*-etC.

dxn~ l
21

7 ”
93 “

nde fequens forma differentialis refultat

av
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a*<t

dKy
e
- a*feW)idx^ c—t*ft?*XdxT ctc.

«?> t 3** : < ,.;2l' in'1
1 .• i ei f| •«> »-••*> <«!?

(£2 -*- ^ctcA x # V-
\ \ vx % ?i

>
v s: -4- x5

quod poftremum membrum a^bit in
£
X.

.1 >x

Si* ia'm omnes hae formae, flr*guladtn milltipliceatur per

^lantiupcs^A^B, C, D . *-*.$, quoniam eft ; ^
A— B <x —H C a*— D a3 -+- . . * « ;• •fN«' o.j / j j,

A-j-Bf H^C(3*—

\

(8*^:0,

propterea quod ,a-f-s } (
3 -j-s, y.-i-2> *tc. funt fafrote^

fonfiSft..; . . . :. v •» '-J nai«t
A+Bs + C*,+ DsJ +.. }.v,+ N z%

manifefto obtinebimus *
: s c:o; 5

A T>dy Vi ^ V ' vr d!_y v
y

a* a jt a*3
.. a*%,

,

^

quae.cft ipfe a«qu^Q-JifFe^entijlis iqitio propofita,

i «-' Problema 15^ -- • - ! • • V-
1173. Propofita aequatione riifferentiali cuiuscunqu?

gradus -
- j ,t * t ,' "

^

* - •

,

*

. | 'a

x=a^+b|!+ c14-i-d|4+ .,..*k-|^,
dx dx1 dx3 dx*

k
.

t « »• “ r # * # - / > ^
: 1

exprefiio algebraica hinc formata
4. *\ * J * v.. * * • i ' t i «., •

• «* • . .* . v (r„i . . *'•> ;
’*«

P i—

i

A —f— B z —{— C z* —}— D z —fr ~f ,*

duos habeat fadlords fimplrcCs Mmagfnarios 'faftore duplici

//+*/* cof^$ s^_EouteafQ!S^uipuell4jte partes integralis

hinc oriundas. , -

W e Ai ‘^Iu-
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Solutio.

Sint a-t-e et 0

z

hi duo fttfores imaginarii, vt fit

« r/(cof.0-+- Y— i.finJ) et 0 r/(cof.0 — ]/— i.fin.0), ob

(a -h z) (0 + z)—ff -+- 2 f z cof.

y L : •

ac ftatuator P~ (//-+- 2/2 cof. 6 -hzs) Q, exiftcnte

. Q= A/+B/ a + CV+ -H N' zn
~*

•

Cum igitur integratis partes ex binis iliis favoribus lur.plid-

bus imaginariis ortae fint

u x ajr + i x a *= c,

bos valores imaginarios ad realira fem perduci oportet. Erunt

autem 21 et 23 .quantitates imaginariae relultau.es ex forma

(/ cof. 6+'/— i./fin. 0 -t- Q, .

fi loco * fcribatur

— / cof. 6 + /— i./fin. 0.

At fafta hac fubftitutionc fit

Q= A' - B'/ cof. 0 -f- C'// cof. e 0 - D'/* cof. 3 0 *+- cfe.

hk }/— 1 . B '/fi 1 . C'ffCi n. 20^ y'— 1 .D/

f
i
cof. 3 0^ctc.

Ponamus breuitatis gratia

A'— B''/cof.0-j-C///cof. 2 0-c-D'Z‘cof. 3 0-f- etc. rr 3)1 et

— B'/ fin. 0 -+- C'fj fin. 2 0— Iy/J fin. 3 0-+- etc. ~ 95,

vt fit Q ~ 3)1 -h 9? / — 1
,

vbi fignorum ambiguorum fuperius

valet pro litteris « et 21, inferius pro litteris 0 et 23. Hinc

ergo erit

21 zr—

2

/ — i./fin. 0 (3)1 -+- 9? /

—

1 ) et

. . 23— 4- 2 /— x./fio.0(2Jl

—

fH

/

— 0»
ideoque

Pol. II. Z x a v

N
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3^2 , c a p y t nt>

••'i e - ,.ffin.e= -"«•V»»*»cmrximtJ » .*.* y*_ « :Jf* _»y;>. gv
Eft vero - •' • - -* » j

• .--i iuaiulav
( ha ., r-ai • nj: >1

('*= c****' [cof. (fx fin. $) -b V— i. fm. (/* fin. *)]-<*• A

r
3 * — t*

x <”!•* [cof. (f.x fin. ?)— ( "i

•

An. (/

x

fm*#)]*

Sit breuitatis gratia angulus fx fip. (> — Cf> erit

a/— x. v (3)1

2

K-f- 9* 90 /fin. ..
, <ot.p . t

-j -*f* fi8 of«4>7~j/-t *fin.$)

( 3)1-*-9?/- 1 y~' ICOjf J
(cof.(J)-t-y'-

1

.fi n .0)/f/xc*^X3jr(cof.(J>—}/r-r,i

- $/.+* j • finJ^W*. 9h cof. Cj5) fel
xc^X dx cof >.I ~ <£

— r^XC5/ *
2 |/-i.(9yicof.4)-‘ ^ fi^$)/**Wfcd»fin.<J>.

Quocirca habebimus integfciis partedn qttaefetam l
> * — ~ fX

U e~ix W. 4T-A 9? cof 0>/**•<*•XdxcoC.

0

> i

_ J-^*^ »(a«cof.4>- 9? fin.tyj/«?"^*')C&**fo'$ PC~
(3)1 2» +W&JTii», * ?

' r
-

exiftente 0 z=zfxHa.L zurmd?tjjif&
- • —

‘

j --Q —

•

A i — V ‘i»
. rt . \. 1,

* ‘ ‘Corollarium T.
‘

*“'*•

1174.. Praecipuum igitur opus hic confidit in ihnen»-'.

tione formulae imaginariae 3)1 -H SR 1, quae colligi de-

bet ex quantitate Q, dum loco 4 fcribitur volor imaginarius

—/ (cqf. fl 4-^ '

i. fin. 0) ,
•'

i P-"t' -j. .;» ->
„ _ -.ii

-

xpue hoc commodi naicjtur. vt loco z
n

fcnbi oporteat,
OT«,n»,T jc. • 1 T. *.! ofi». r r.£T q? ?ij;v

{—ff&oC-vf tH i-Tin. a
= lR v

-

v

:: Io • >. c x • 1
'1 \ C^prpIiariufT>o

1175. Cum fit Q~
c/andtm fubftkutWefrtr* fbn&ula

•oiiji t s S.

aria St

e for-

/-I
inue-
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303

inueniri 'vbi 'autfem notandum eft, ha^ fubftitutione tam

numerarprem P quam- «hjnrtminaiorern
v

ciianelcere. * Ex quo
manifeftum eft, valorem illius formulae rite obtineri ex hac

fra<$one $ ., y \ , __ v ^ *«
;r

•>-

» P . 3 P '•

'
: *|/m/ 4-+- i)if\

’

*«,V— i.JjwJl J'»\* 'l
--

Corollarium 3.

it7<5. Quoniam igitur eft- ' ^ ^ 'r • * •— ,

($ i| = fc -f. i G z 4- 3 f> a* -K 4 E-a* «f- .
c
; . . » >NV

fi ftdfnatmis' r ' x> -'tf?* "
,

$> == B -Ca C/cof. 5-1-3 D /* cofT a 5 — 4 E/’ cof. 3 i'»- • r tc

•'i «Ii* ;£H,N/*T* cof. (n 4* I.)

\

* «Mr^ __

O = ~ a C / /Gn, $ -4- 3 D/* fin. a 5 - 4 E /* fin. * 9

.hr*** V -

r a>.'l:>'ixu x£ </ i

T » » • • <• «

vt fa&a fubftitutione fiat
f! ,

- _ t
ni ^ -S

.*J .i*f. 7. ^ .tz: ... j

k: st*)

habebimus

h- >/— 1 . 9?
— ”-±^~ {.

0 r; r-fi .+ ^ » .

fu «{fcftno:* dhI £(• ,..* inn^ , ri;'r [{.»-
>. 1 *? t .t>~rr

*•'"* *** 0l;i1l i! jdUwTJ >) ano»
,„U»

C6rpnarium , V 1.J

«, r
1 J

.

2 r/*«r « ( (^> cof.^ j-lJ

^iassi
*'*«*» X a x cof.0 )

M
•acia

r —0 rnuD "?->£ f

Z 2 a Scho*
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G-AfcWFl IIU

(

*~ r
d H4' - . . Sehotion. ^ 'A r>

117S. Quotcunque ergo forma • •. : - < -.i t

P = A+ Bs+ Cs,+ D*1 + etc. \ vj

habuerit fadores duplices
,
pro lingulis ope horum praecepto-

rum partes intcgralis facile definiuntur, et quia hinc inue/nip

partium, quae fadoribus fimplicibus conueniunt, liue ii fint in-

aequales fiue aequales, non turbatur, omnibus partibus in vnam
fummam comedis habebitur intcgrale completum aequationis

differentiatis propofltae. Verum tamen haec praecepta non

fuffichrtiCy fi fadorum duplicium bini pluresue inter fe fuerint

aequales; huiusmodi enim cafus peculiarem exigunt euolutiq-

nem fimilem eius, qua pro cafu duorum pluriumue fadtorum

fimpliciuin inter fe aequalium fum vfus. Ne autem hanc tra-

dationem nimis protraham, fufficiet cafam pro duobus fadori-

bus duplicibus inter fe aequalibus euoluifle, cum inde metho*
dusctad £ltrre£ facile extendatur. - :

. ) . - ,>
, ,, > .

• ,• >

*

'
'

it
1

buLai uvsi .-.i i. Problema 154. . V -n,.:":um

1179. Propofita aequatione diflTerentiali cuinscunqud
gradus f

t : r . :• :*t.5 * • > ... i -\\- -
: t ..i.y,

;’’ 3 X— Ay + B^4-C 4D -h
/a a.v dx* dx s dxn *

Zr i . . J r . «•'il." .O *'•

fi exprefilo akebraica inde formata
„ 0

„ ~n.fi \ s ; v. f;j '.r.y

P — A —
f- B z —f- C s* —(— D z3

—f— . • j • H— N 2*
<

.
• • 1 . t . . • i

j •" S
habeat fadorem duplicem quadratum

, _ \ r,> ^
^.nl>\¥f±*fz

)

c?W+ l

zzXr - . , v _. c
partem integralis ei conuenientem inueftieare. ,

' .

0
,

- JV 'Jtipo
. it, >

<• » Sohltio, "• ' r
:

f f .. . ,

Ponamus ergp P-=.(// -f- i / 2 cof.^-f- 2 «)* Q, fitque

Q =

fi exprefilo algebraica inde formata

°i *•» rrt.-i
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CAPVT II® 3 5S

Q — A'-!- B'z z . . . H-N/

'z
n ‘" 4

,

ac primo imaginaria non curantes ftatuaraus; O - r
.

-

d — f (cof. d / »— i. fin. 0) et , /-

fi — f (cof. 9 — /— i. fin. $) f !. \ .

Vt fit 1 ' > •
'

P = («-+-*)• Cf3-4-sO‘Q.
1 •

:

1 V
Iam ex iis quae fupra (1163.) de binis fo&oribus tfmplicibus

, aequalibus docuimus, ponamus formam
. .

• *.

~
pofito «raafrmcj, abire in Sf,,

'at hanc fprmam’ * •**. i

<T
i_ q, ponto t=-rt),\n

quibus1 quantitatibus 91 et 23 inuentis, ibi oltendi fore Integra»

K< partes bine-' oriundas ^ .i i * < ,]r,

2.f~ax fdx/f“*X 9 jr+l e~&* fd xf e3* X'd xzrzv^

quas, cum iam imagjnaria inuoluant, ad realitatem reduci

oportet.il Faciamus Yt in problemate praecedente

9Jt ~ A/— B 'f cof. 6 + C' f
1
cof. 2 0 — D/

f
i cof. 3 6 +> etc. -

SU = — B'f fin. 0 h- C'f
3
fin. 2 6 — 3 (M- etc,

vt quantitas Q, pofito z— — a— ~/(cof. &<-+- y
1
' — x. fin. 0) f

aWat in fW -+- ffi /— x, at pofito *‘* ,T*f
*

z — — fi
rr —/(cof. 0 — y^i.fin. 0),

in 3)1
- 9? /- 1.

* *

„ '
* * - ~J . * ^

. . ,
' S....V

Cum iam fit
(fi — a/ — (— 2 V ~r *•/ fin. 6/ zsz — 4// fin. 0*,

cui quoque (a— fi/ aequatur, erit i
u •

r „ '
• 21
— - 4// fin. > («331 h- 3? /- 1) et

.

4// fiw P(Prr 32 / — *)ki '

!

,

•-%> Zz 3 ideo-
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^iA?v,t m
•v/^

n'
ideoque

- +// fin.r(» M)v.~ ($1- VIY- x) tra 'xJlxff xX df

(vn+vi Y- o e~ ?x /3 i/y** x a

At.pofito f x fm. 6 — (b. eft, vt Tidiiilus

' ?'* ' =‘^ » («e <j> h- /_ , . (i <J>) ,

mnsr

<-** = (eofc^^y^M.fiji. 0),

4U.m«fc*3

0

— fin. 0)\
1 - ‘ f

<~* x =qrTiK‘^t
(cof. 0 h- j/«i. £nr0ft

^jNH*i»- 4ie^uar?o«is attcrUm tnembruin abit io r rmn ' f^T

•# * [g» cor.0- vt fm.0- vtY- * • ««f.0~»/- x!:cojrt

X fdxfY*#*Xd x (cof.0-4-y- r. fin:0)

^.f-*** [W cof.0— 9?fioi0H-^yu»VAor.0 *f- vnY- i.fin.0]

'V X (C6ft 0
:-y -

?
i . fin. $),

vbi partes imaginariae fponte fe derfruunt, ita Tt obtineatur,
t-rlti ' iot Dor.iT ammn

# e-/*^«(«5n cor.0_ g?fin.0) /dxfY*^' X3* cof. 0)

v — (- (vt CO r.0 H- gR fin.fr) fdxfo^ X jyljn.ftt

*

"\A -- “‘-l

Ieu noc modo
* . —r*r«* # tH-(5fflcof.0-9:Gn.$;^^^

?* i(1IJfi»4.

;

SR9ri tr^CtDT

q\j(*e -eX'praflib“ a^VIm^tfarii» -penitus - eft - liberatae \0 c ~ O
Mrfa. Etiam haec folutio infigni corredione indiget diligentSie ledo-

rum relida. i c.

Corollarium i. «posto

xi go. Quoniam "^xrmirlr-imagharia^ Vfo 4- f? Y ~~ x

nafeitur ex quantitate Q, fi loco z feribatur ojnaupvlnor is

.<t
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&k FVf ^3.
Otii,

3°7

— / (cof. & -h \ — 1 . fin. 0).
T \i'V V ~ '

X
7"

». —
«adem politione quoque repenetur ex forma '

• ? -
‘ - — \) 7!.+ V?)-r-/. r

A;7 o.aa i.;oi.:oar»Aerum hic tam numerator quam denominator prodit euanefcena
.

; . i t -+ .it», " vnr
Corollarium

1 1 »r. Orietur ergo quoque idem valor ex 'formula

v
• , d z LJ

1 «M -KfJMM « ^-s

«

0/. 8*>V'w^rrrrn^--
*

'

bi cum idem ineomrnoduqMefiuo recurrat,, orietur quoque

^ l^ac forqaula
, >#y.. - .r.i\^ -(Jiloi

* - sl i// u rW *4?«* ‘-TA** * WA v. u \ X
*j>. .ii 1 -v .h rr ,u. Coroll^U^.,^ *-<j>:no **;

a? 8,2. Statuatur hic primoyip denotniqjitore^

,
2 r=—/ (co£ 9 -f- }/— i.fin. 0) \ \ •

. ..." . ! ji /-i "L >t. . j ..i *

j

ai «ifaoft a.rism^crnt anci Ivf
lietque Haec formulae 1 J 1

gj=V4.yrfw.**¥e*. ... +s=ajwr,
ponamns ^cua«t^^«i>n^_^oy)l

o
}
^.

xrflt 4a#<* fob/iituftoue ifirnoa uigfuu ciwt.."> 53sd rnsaS .

ideoque .. a xnijhflliyioD

* \ ft"

)

4 hrrnjg*m 1

— noup .og x ?

,

et confequeuter io.isdiwt a o;ol ii c £> aisiunsup xa xuJiakt»
" '• •• •' - --• an—

'V
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a<ss •CAPVT IIL

—— -2-; et 5?- -- 1}

Quos ergo valores in parte integratis inuenta fubftituere licet.-

Coroliarium 4.- • t .
r*

11 83. Fafta autem fubftitutione, finitor duplex qua-.

dratns (//-+- 2 fz coC0 -+- z 2)* hanc praebet integrali» partem

2_ J-+-
(^) cof. Cj)— Qfin.<P)/djr/f/** 9̂ , Xd.rcof.(J'^

v ~
^rraaU(^fin.<j5-*-a cot4>/« */#/** » fin. <; >

*

vbi <J)
denotat angulum / x fin. 0.

Scholion.

11 84- Si hanc etprcflionem cumr «a, quam proble-

mate praecedente inueotmqs, comparemus, vix a&uali fimilt

euolurione . erit opus pro cafibus magis complicatis. Ita fi

quantitas

PnA + Bx +Cs^Dz^ . , . , -+- N z",

favorem habeat duplicem cub :cum

(//+ j/z cof. 9 -H z z)1,

quantitates ^ et Q ita definiuntur, vt fit

$ — D - 4 E/ cofi 9 -+- 1 o F// cof. 2 9 — 20 G /* cof. 3 9 + , . .

.

± N /“7 1
cof. (» — 3)0,

O— —
r- 4 E/ fin. 9 •+- io F //fio. 2 0 — ao G /3

fin. 3 0 ,

h-

H

iL--;V lri> 'N/11~
» fin. (» — 3) 0,

quibus inuentis, erit integralis pars hinc nara

2 <-'*«*
* ^^cof.^-QCin.^rdx/dxfe^^^Xdxcof.^

W + £l£X(+(f rm.Q+QcoQpirdxfdx/t^^Xdx fin.Cj

neque iam vlrerior progreffo viti amplius difficultati elt ob-
noxia. Quocirca aequationis hoc capite propetiuae rcfolurio-

1 nem
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CAJf-VT fB.

nem ira concinne mihi equidem abfaIui (Te vijdeor, vt nihil am-
plius defiderari poflit. Interim hoc argumentum maxime illu-

ftrabirur, fi *haec praecepta ad exempla particularia accommo-
dabimus; cui inftituro. feqqens caput eft deftinatum. Ante au-

tem infignem proprietatem circa huiusmodi aequationes gener

rales proponam , quae in Analyli ingentem vfum habitura

viderat.
'

•
-

' } Problema 155.
1 ~

't 1 8/. PrOpofita 4 aequatione differentiali cuiuscunque

gradus • r
•.

1

• s
-

v

3"*+*y

f

• » •>

X=A,-B*r-C^VD?£. N
t* *< * *

formula algebraica inde nata : •* -'-m

£ £‘f=. A+Br+Ca-fD^+v* . +Nf+, -- !»

duobus favoribus confiet P rr: Q R, vt fit

•
*•

• • • et

R= a -+- 6 z -f- c z* 4- . ... . -+- It z\

integrationem illius aequa ionis ad integrationem binarum ae-

quationum fimpUcioruta reuocare. i . O ‘ '

‘i ?ji;>

' " r

S •• - •

Si formam integralem primo perpendamus^
haud difficuber inde 'colligimus

,
poftquam hanc aequationem

mtegrauenmus v*
"

* - - '•* - \
v « *r .1 pX— 21 v -+- Ss —— -+- (E—-+ ...... 4-91 - — •

f
« s"'. id* &x : .a d* g

Indeque^ vajorfcm ipfius /v per X" et % defiufuerimus , vaTorjent

iptius r pro aequatiqqe proppfita ex hac aequatione crqturq^

Jit)
-

3^

in
iUiVI

Digitized by Google



37°
CATVT IR

_ 9y . 9 9 v
’ = */+l

a-;
+l s7

i { .
'

i
i „ ' _

„a*.r'
n
aT*’
4

cuius 'ratio adeo in promtu eft polita; dum ex hac aequatio^

ne valores pro v eiusque differentialibus fubftituantur. Prodii

bit enim

X= 2lfly + ^b-H’+' 51c -

93« 93 6

- 2J 6
;

. J3 ctc.

h 23 c

k£ 6
?, i

-$)«.

Cum . autem per hypothefin fit P — QR> feriebus Q et R ia

fe multiplicatis, necefle eft fieri

A = 91 «, B = 81 6 93 «, C = 21 c ^ 936 -4- S a, etc.

ficque baec poftrema aequatio ad iplam propofitam reducitur.

Corollarium i. .»

*

X i8 6. Si tantum ad fa&ores fimplices refpiciamus,

prioris aequationis integrale per huiusmodi terminos exprimitur

v = re~ ax fi
ax X dx ctc.;

pofterioris vero aequationis integrale per huiusmodi j»

ji-AT P x/fi x vdx etc.

Corollarium 2.
r

1187. Quodfi iam in fingulis terminis pofterioris in-

tegratis fubftituamus fingulos prioris, fiet v
-

.

.y =zT A e-P xf^- a)x dxfeax Xdx>
quae forma ad hanc' reducitur

. ^ = (J

r l(r"/rX9r-ri5*/^X3x),
cuiusmodi termini per integrationem aequationis propofitae im*»

mediate inueniuntur*

X . .
’ Corol-

Digitized by GoogI



37 *Capvt nfe

,
-

:
Corollarium 2^ '

<

1188. Si hic fuiffet {3= a, fine vlla redu&ione fta-

tim prodiifTet forma

.j=zr Ae- axfdxfta*Xdx
fupra pro cafo duorum fa&orum fimplicium aequalium inuen*

ta. Interim cum totum nego'ium ad relolutionem in fa&ores

vel fimp'ices vel duplices reales redeat ipfa aequatio propo-

fita modo ante expolito facillime expeditur.

*
. ...

*

’
/ > *

*

Au .
'V ' 1

CAPVT
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.ti CAPVT IV. 1

, t

APPLTCATIO METHODI INTEGRANDI IN CAPITE
V. X

'•
' " '

•

PRAECEDENTE TRADITAE AD EXEMPLA.
tz jj <»•••*

r.~ ^
. . .... :• V f .

*

..V;_
" .* • * 4 .»»»«. >• wiil ii «i

ii 89.

Xi

:

Problema 156.

X rppofita hac aequatione differentiali

$ias integrale completum Inuenire. ; —
Solutio.

Hic ergo eft PrTa*-*-*”, \bi primo obferuetnr, fi a
fit numerus impar, fa&orem fimplicem efle a -hz, ex quo ufr-

fcitur pars integralis
f \7

* e,:'*

exiftente 21 valore ex forma emergente, fi ponatur 2=— af
qui ergo valor cum fit etiam

|| ob n— x nume*
rum parem, erit % ~ tt an

~~ t

i ideoque haec integralis pars

——e-‘*fea *Xdx.
na* * j • ; •; 7 >o, ^

Reliqui faftores omnes in hac forma continentur

a a— 2 a z cof. 0 -+- z z, exifiente 0
— ( 11 f.±.ij.5

,

vbtyi denotat numerum integrum quemcunque et iit angulum
duobus je&is aequalem. Comparata hac forma cum Probi.

*' *53»
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CAPVT IV. *7*

153 . et Coroll. i. fit/=— *, et ob x=#(cof.0-+y_ !.&.#)•
ex forma ~ colligitur ,

^=»an“*cof.(«— x)f et Q=zaan- i an.(n-i')6i
cum igitur fit k a

cof. n 9 =— i et fin. n 6 = o, erit

r* ?, f> ss -r4/i 7* coO et Q = n <T~ X
fin. I.

Quare potito /x fin. 9 ±z— a x fin. 9 0 , integratis pars ex
qooli^t favore duplici oriunda eft

aeaxcor- )

$
(- cof. $ cof.$— fin. 6 fin.0)/>-« *^XdxcoC.

$

. j(^cof.0fin.<J)^fin.0coi.(pJ/e“ a
*^*Xd;rfin.<l) V

1

ieu
--U

:

5
pMxcof.tr,U X CUJ.W

et pro 0 Talore reftiruto ./ :. «
•

t
.

^g>^^tofQe^tf-^|jnJ ) dxcvf. (vxfaJ)
i

na*^ 1 2 ax
^*Xdjrfin.(flxfin.

0).J

Iam pro 0 fucccfiiue fubftituantur anguli JL, 2* £5, l*
-

.
#

p
.T.TTT..T ,-B ..v« 7 » ~ « ’ n ’

9ua®f*¥l ..*P^9f ompesquif hae formae in vnaoi
lummam coniefrae quibus ‘cafu qno n eft numerus impar ia-
fiper addi oportet formam, primo • innectam

• , *T *TTT{ ‘
r
7i

v
,« —i» a

3 ;;.I T. *

dabunt integrale quaefitum.

t» j»r o «. - •»

,.‘
~
f — **

Corollarium i.

? x$s*. Cafu. quidem quo » . eft numerus impar, vlti-

HiU« J&lor ipfius 0 foret ar 3 quem, autem. hic omitti iufijmus
taigritu- A a a ^

• i~A
- .

inde
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inde autem ob-;. ’ ; s\

'

a x fin. 0 — o et cof. Q
—— x ,

prodiret vltima pars iategralis •/

•<*
'

• i

. i

&>

i e

n a

, \ t

f e
a * X d x y4 X

' 7
.

* *

dupla eius qUam capi cortuerfit; cuius ratio eft
,
quod fumto

6 — it formula a a -4- * a z -\- zz non amplius ipfa eft fa<f.orj'

fed eius radix quadrata a -h 2 , ex quo hunc cafum feorfim

erui neceffe erat.

* ' Corollarium 2. -
,

1x91. Si eft Xro, formulae integrales abeuntia
conflantes arbitrarias, et ex fadore

' * 7. . i

r ' a a— 2 a z cof. 0 -f- zz ‘ \ .. .

—

T

'

oritur haec pars integralis \ >

ngOXCtf.t : - S-
f I rJ

—~— [A cof. (0 -H a x fin . 0) 4- 21 fin. @ -i- rx fin. $)]*
nan— i '

_
1 i -r . ..

quae reducitur ad hanc formam
• Ara *^'»cof.«-4-nJrfin. 0)', -ii & r-r

{
rr«

T

denotante £ angulum conflantem queihcftnqud Vti iam fupra

tnuenimus. ‘
f

' ^ ^.iy

Problema 157.
1x92. Propofita hac aequatione differeotiali

x- an v __*y
’ v m

eius integrale completum iriueniro#
•» ' » * »J 4

. Solutio.
* Fdrnria " algebraica hinc nata F =r faSbrem fem-

per habet ‘a — x, vnde nafgitur. pars integralis ^e**jh**X$*y
exi*
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CAPVT IV.' 37j
' “ * w • j V-' a* ^ v

exi(lente 2(= pofito zz=za. Cum ergo fit quoque

2J — il—— n zn~\ erit St=— «o’1”*,
4 & „ J —/. *— * ..... *. 4 w

. ..

ideoque haec pars integralis
**

- e
axfe~ ax Xdx. ,

\

« a
»- 1 J

Deinde fi n fit numerus par, hineque n—t impar, fatfor quo-

que erit a -+ z ,
qui praebet integralis partem

4

V'J

na** « .
t ;• " .-i u -“.e

Reliqui fa&ores omnes ipfius P funt duplicis formae a a—
2 a z COf. 9 4- z z, exiftfente angulo 0z=LiZT, qua cum generali

fupra • vfurpata ff4-a f z cof. 9-4-zz ctfmparata, fit / rzr— a ,

et ex forma =r — rtz
n~ l quaeri oportet formulam 4-

jQ y — r, pofito z r a (cof. 9 4- / — x. fin. 9), vnde colligitur c

? j
^Er'r»aB “r *cQf.(f— 1)9 et Q_.—»an

‘fin.C»— 1)9,-
— e

feu ob cof.«9~i et fin. »9~o, fit

q> = — n an— * cof. 9 et iQ= -t- n an~* fin. 9.

Pofito iam angulo — ex fin. 9 =
<J> , ex §. 1177. oritur parj

integralis *
;

*
... . \

2eax ccj.t^ cof $ cof.4>— fin . 9 fin . <J>
)/*“ a * eo/- *X d ar cof.

»an— 1

/-+^(— cof.9fip.(p-t-fin. 9cof.4))/e~
a **#

-f,sXdjrfin.(J) C ’

quae vt ante reducitur ad hanc formam

’ _ 2

e

axeaJ- ,
{ cof.(9-+-ax‘fin.9)/r“

a±<0/:, X3jrcofifaarfin.9)?

nan
~*~

( -+-fin.(9 -4-ajrfio. 9)/ c
~ 0 * «-MX d* fi n. (a xfin. 9) . j

*

Hic iam pro 9 fuccefliue feribantur anguli ^ etc.

qukmdiu luat minores quam 7r, haeque partes omnes cum pri-

t •"
/
<J- *; L *•*:; «i 1 > ; Ju i -
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CAPVT IV.3*;5

mum inuenta atque eiam altera, fi n fuerit numera* jsar, ia

vrram fummam coiledae dabunt integrale qiuefmiin feu valo-

rem ipfius y.

Corollarium.

1193. Cum fador duplex generalis'#»— 2flcof.0-*-zs

Calibus 0 =: o et 9 ~ % non praebeat ipfos fadores fimplices

reales a — z et a-+-z fed eorum quadrata, haec ratio eft*

cur pars iotegralis inde eruta prodeat dupla eius, quam capi

oportet.
'

Problema 158.

X194. Propofita hac aequatione dilferentraM

dr
.
ddr ?3 vX w F w is r ry r+ T--+-TT+n

0X d x1 0 X*

eius integrale completum inueftigare.

Solutio.

Forma algebraica hinc nata eft

P — x -f- z* -f- z
3
-f- z4 H- » • * • * *+ ,

cuius omnes fadores fcrutari oportet. Cum igitur fit

P =zL
,n -t-i

I — Z
formae 1— zn_+

’ 1 fadores capi conuenit, er

-

clufo i—Zi vnde primo patet, fi fuerit n -f- 1 numerus par,

faftorem fimplicem fore 1 -1-2, ex quo nafcitur pars integra-

politolis $ X d jr, exiftentc 21 ~ -I_— -

—

* * 7 1 -*-*
j 2 z

z~— r. Erit ergo quoque 2i =z
fn -4- O 2"

2 2
ideoque

Si ; (# 4- x), vt haec pars integralis fit r*/<*X 3 x,

Fado-
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Fadorum autem duplicium forma eft i— a a: cof. 0

fumto angulo 0 r-^~, ita vt pro §. 1176 . fit /—

—

1 .'

Confidcretur forma •
! " “ '

3 “

d P _ 1 — (n -f- %) zn -4- n zn
~*~ l

-

1 ’ r; (•!-*— zf ‘
’ •’ i

quae pofito c = cof. 0 -f- y'— 1 . fin. 0 ,
abire fumitur in *

-h Q )/ .— 1 V fieque erit

m
j

-i-j- 1— (n-t-1 1 cof.nA-t-n.oJ-> n-ht\i— < n4-tVi<— i. fin.nS^n V—i», finjj n-t-i ) i

x "*• r i— —ty— i /m. l-t-v— i./<a.

n

.*

Cum vero fit f

fin. (» -f- «) 0 = o ' « cof. (n -f- 1 ) 0 — r
, erit

fin. n 0 zzz — fin. 0 et cof. n 0 — cof. 0
, idcoqne

, X -*•*>» ’ — -r * ca/.** — » /

—

i. fin. Hi—
9) + n/-I= " •*-»

.
1 T .

y' *** “
*(* — caj.t) — coj.l — y —

multiplicetur huius fradionis numerator et denominator per— cof. 0 -f- ]/ — 1 . fin. 0 et prodibit

, £\ j/ J
— [» -*-») fi 1 eaj.t — ccaj.t1 — V— t.fin.jir — a cof.tq

y M V
. U — caj. S) »

ita vt fit * <• .
' ; .

= — 1 (» -+- *) (1 -4- 2 cof. 0) et Q— J (» -4- 1 *\

vnde fit 1 -

; ; ^+qq=^.
Tum vero pofito angulo — *• fin. 0 — Cf), colligitur

9> cof. (D— o fin. (D = — fn->- Ti r co .(j— q>) — «/.(»$— $)]T T-
a t < — eo/. 4)

>

fin. <J> jQ. cof. <£>
— -^ (n •• J_i-W±±]

?

cum autem fit

cof. a — cof. b~ 2 fin. 1±lL fin. -~ .
a
, et

fin. a — fin. b — — 2 fin.
b~— cof. l±i,

* % 7

Vol. II. B b b fit
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CAPVT IV.378

fit hinc

M r /u ^ r /ts
— 0 fin. , ( 2 2 <J5)

33 cof. (£>— & fin. (p
—

i I — et
2 iin. i

e

ex quo integralis pars quaefita erit

f fin. i(3 &-+-nxfin.$)fe~ XC0J l XdxcoC(xfin.Q))
-=± f

re* # fin.50J A . "
ra

*- 1 h
n_+‘ I

£ -cof.9(3 ^-1-2 jrfin.0)/ f-*ctf-»xd*fin.(jrfin.$))

Pro 0 ergo fuccefliue fubftituantur anguli

4 * etc.

quamdiu funt minores quam 7r, haecque partes omnes |n vnam
fummam colligantur, cui fi «-+-1 fit numerus par, addatur in-

fuper e~ xfe
x X d ar, ficque obtinebitur valor ipfius

• Corollarium i.

1195. Si aequatio propofita in fnfifiitum progrediatur*

vt fit n numerus infinitus, anguli 0 priores omnes lunt infi-

nite parui ideoque numero infiniti, quoad numerus par 2 i ad

n 1 rationem finitam habere incipiat, tum autem pro $ fe-

quentur omnes anguli finiti in progreflione arithmetica incrc-

Icentes, cuius differentia eft ji~, vsque ad tt, quorum nu-

merus itidem eft infinitus.

Corollarium 2.

1195. Quamdiu angulus $ eft infinite 'paruus, inte-

gralis pars ex eo oriunda hanc induit formam

“^ fS

[(3H-ax)/e“*Xdjr—/e~ x Xxdx]
fn -i- i

^quae

/
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CAPV.T IV,

quae cum per cubum infiniti fit diuifa, etiam multitudo infi-

nita huiusmodi formularum pro euanefcente efl habenda.
• m

t

Corollarium 3.

1197. Quodfi fuerit Xz=o, vt huius aequationis

dy.ddy tfy
'

d
B
f0 — y k—H 5—r +"

-T"iox o x 0 x3 o x*
.

• * , ,

integrale fit inueftigandum
,

erit eius pars quaecunque

gxcoj.a [A fin.i (3 0 -+- *x fin.0) -t- Slcof.J (3$ -+- 2 x fin. 0)]

,

fcu fimplicius

A e
XC0j t (cof. % -f- x fin. 5 ).

Cum igitur fi n fit numerus infinitus, pro 0 angulus quicun-

que accipi queat, erit iftius aequationis integrale particulare

quodcunque . .

y — A e
* ctJ'

* (cof. x fin. 0 -f- £),

fumendo pro £ etiam angulum quemcunque.

Scholion.

119 8. Num autem huius aequationis differentiatis in

infinitum excurrentis - •

X := y+ ^ 4-^ -f-^ -f- f -b etc.

denotante X fundionem quamcunque ipfius x y integrale com-
modius exprimi po!lit, quam per partium illarum innumerabi-

lium euanefcentium fummam, quaeftio eft altioris indaginis-,

neque adhuc ad hunc fcopum Analyleos fines fatis didentur

promoti. Cafibus quidem, quibus X eft fundio rationalis in-

tegra, puta

X — a b x c x' d x* e x* etc.

res nullam habet difficultatem, cum fumto

B b b a yzr
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380 CAPVT IV.
•i

y — a-+-px-\-yxt -j-Sx3 -j-ex4 -b etc. -J- v ,
'

hi coCflkientes a,
(
3 , y, etc. femper ita definiri queant Yt

faila fubftitutione prodeat talis aequatio

o = v -i- -+. p* n- etc.

cui particulariter fa is facit valor

v = A e*
co/-' Cof.fjr finJ+0 ,

fumtis pro % et 6 angulis quibuscunque. Verum ex dato

eiusmodi valore ipfius X inuenitur

a— a—b
, p
— b— 2f, y— c— 3</, <$— </— 4 ?, trrf— 5/, etc.

..Verum in genere cum liat

Lx — U -f -+- etc.
•

‘

4 X 4 .X
~ 4X‘ V d«» ^ -

euidcns eft fen.per, polito y — X— 4- v
9 aequationem il-

lam transformari in hanc

o= «+r;+^^>' etc-

Corollarium.

1199. En ergo praeter’ expcclationem integrationem

completam hoius aequationis diflfcrentialis in . infinitum excur-

rentis

x= r + ^+ -+-

|

3

?
-+- SM'

, 'dx 4 X2 4'X* • 4 X*
etc.

pro qua iam nouimus elfe

y n: X — A e
x c°!' * cof. (

x

fin. & -f- £),
quod pofiremum membrum ob angulos £ et 6 arbitrarios in

infinitum multiplicari poteft. Haecque forma maxime com-
plicatae illi ex lolutione oriundae aequiualere eft cenlenda.

Problema 159.
1200. Propofita hac aequatione differentiali

Y v _J_ j.”!"— y _,_n|n—,ij(n— *} S* yJ ^ oi* i. ». a»d*» 1. «, j o* d** etc.

vbi
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. CAPVT IV. 35 *

bi quidem n fit numerus integer affirmatiuus, vt terminorum

numerus lit finitus, eius integrale completum inucrtigare.

Solutio.

Formula algebraica hinc confideranda fit

P= r+i.i+ n|n - .
** etc. = (i -)*,

quae ergo meros habet fadores fimplices inter fe aequales

p d
x-\-a. Cum igitur fit = — , ex §. 1163. ftatim

(a -t- 2/ an

'colligitur integrale quaefitum

y — an e~ ax/

d

xf d x/ d x feax Xdx i

quoad fignorum integralinm numerus aequetur exponenti «.

Hanc autem formam fequcnti modo in integralia fimplicia re-

foluere licet, ope reduftionis- generalis qua e (Te nouimus

fdx/Vdx—x/Vdx—fVxdx,
vnde fit

fdxrc<rx Xdx= xfeaxXdx-feaxXxdx,
fdxfdxfeax Xdx-lx*feax Xdx— xfe

0 X Xxdx-t-i/'eaxXxt dx,

31. 2.

etc.

Cum igitur fignorum iutegralium numerus fit — n, concludi-

mus fore

y — fli— [x
n
-'fe

ax Xdx - xn
—-fe

ax Xxdx
1.2 — i)

1

-f- x*- 3/?* Xrs 9r - etc.],

vbi cum fingnla integralia conflantem arbitrariam implicent, ma-
nifeftum eft, hoc integrale efie completum.

B b b 3 Co-
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Corollarium i: ' ! :1201.

Si ergo effet X=:o, aequationis difFerentialis

propofitae integrale completum foret

y— e‘
-a *(Ajrn—I -+-Bx

n~ 2
-+- Cxn ~ 3 -+ Djr

n~ 4 -f-etc -+-Mar-f-N),

vbi conflantium arbitrariarum A, B, C, etc. numerus Ttique

eft — n.

Corollarium 2.

1202.

Si numerus n fuerit infinitus, fimulque quan-

titas a capiatur infinita, vt fit a — nc
y
aequatio integranda in

infinitum excurret, eritque

X — y -f- _ii.2 h £12 -f-^ C €t X I. 2 C 2 d JC
2 l.l. .ei j X*

etc.

aequatio autem integralis ad hunc cafum applicata nullam lu-

cem foeneratur.

Corollarium 3.

1203.

Quaecunque aurem y fundio fuerit ipfius x
,

conflat fi loco x fcribatur ar-f-ii eam abire in

i y
c 9 x

2 d y
i. a c' d x 2

# y
2 . i c-* u x*

etc.

quae cum efle debeat — X, viciflim patet, y aequari ei fun-

ctioni ipfius x quae nafcitur ex X, fi ibi loco x fcribatur

*— }•

Scholion 1.

1204.

Quod quo facilius appareat obferuo, fi propo-

lita fuerit quaecunque eiusmodi aequatio

X=:A^+B;-2+Cii2 + Dfj+ etc.

femper fine vlla integratione integrale particulare per appro-

ximationem hoc modo inueniri pofle: flatuatur

^- ft X-Hp^+ Y j
3±I 4- 5 -4- etc.

fad*-
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CAPVT IV. 98*

fadtaque fubflitutione habebitur

X= A*X + Afi.^ + A V .1LTr i * • d X*

+ Ba +B (3
•

* + C«

-AS.^+ etc.

+ B y
+ C (J

D a

ficque cocfficientes a, (3, y, $, etc. definiuntur, Yt fit a=*,
reliqui vero

n —— Ba — B

V=
5 =

A A» 3
, , ,

.

.

— Ca --Bj3 _- — C
1

B B
A — jj ^ ir»

— D y --( a ~ BV _— — D iBC B»
A ~ A* ~ A* A«’ ' *

— Ea — Dp— c-y-_2i — -5_i- » n n -t- C* 3 B B C 4- B«
.A A* ^ 4» A« }o>

etc.

quae fi accommodentur ad cafum problematis, fiet

y
n d X _l_ n tn_n d X

i ad x i.i ad x

Hinc cafu quo n — <\> et a ~n c colligitur

y —— X i X I dd X d» x
J

I C i X I. * C‘ d X3

lUJX «{» -M)[n + *)3>X I -fr
1. t. 3 05 d X* ' etC *

I. !.](>« X*
etc.

quae exprefiio etfi in infinitum excurrens manifefto definit

eam ipfius x funtfionem, quae nafcitur ex X, fi loco x fcriba-

tur x — l

.

Quodfi iam hanc nouam funtfionem figno X' in-

dicemus , ponamusque y z=. X/ -4- v , aequatio Corollarii a.

abit in hanc

o =: v -h i? -f- -f-
t>—- -4- etc.

d x l. a d x i. a. j d x*

cuius integrale particulare quodcunque eft t r Ae~~ nex xm‘

cxiftcnte n numero infinito, et m numero integro pofitiuo.

Scholion 2.

1205. Haec me deducunt ad fcquentem fpeculationeto

circa ferierum fummatiouem. Sit nempe feries quaecunque

x 2
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38+ CAPVT IV.

123 + x

A, B, C, D, T t

cuius terminus indici x refpondens (it T funflio quaecunque
ipfius x. Statuatur fumma omnium horum terminorum

A —(— B — C —f- D —i— ..... —f— T —— y ,

at perfpicuum eft y fore eiusmodi funflionem ipfius jt, vt fi

in ea loco x fcribatur x — 1 ,
proditura fit eadem illa fumma

7 termino vltimo T muldata ,
fcilicet y— T, At loco x

fcribendo x— 1 , funtfio y abit in

d i y a» yy— L2 -f- J

mde oritur haec aequatio

T — ±2 — -*** _t_
I. >» tf X*

'

l. 2. 3 <1 X *

3» 7
, 1. 3 J X*

etc.

s*y
.

4

a * etc.

quae femel integrata pofito fTdx — X, fit

X —y— — -f- —,)- -v — —

—

^—2.—- —f— etc.
j. a a x 1. 2. j a x* i. 2. j. . o *i

quam quomodo integrari conueniat videamus, dum eam ali-

quanto generaliorem reddemus.

Problema 160.
120

<

5. Propofita hac aequatione differentiali

Y n(n— ija> _,_«(« — illn-iiaij. „ r<.A
a 1 . 1 a* ax i.i.jaJTi»

eius integrale completum inueftigare.

Solutio.

Formetur inde haec quantitas algebraica

n tjfr— t)z n(n— i)(n— 2 )zz I-~( l— f)*P — !— -f- : :— — etc. ~ i—
a 1. 2 a' 1. 2. 3 a 1 z 9

feu P — a
.

~ —
,

cuius fador duplex quicunque hanc
an z

habc-
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CAPVT V. 385
.

habebit formam

a a— 2 a (a— 2) cof. 2 % -+ (a — z)* ,

exiftente angulo 2 £ ~ Abit autem haec forma in

2 a a (1 — cof. 2 £)— 2 a s (1 — cof. i () +

1

2 ,

vel 4. 0 0 fin. — 4 n z fin. ^ + 22,

quae cum generali /"/-+- 2 /2 cof. <>-+-22 comparata dat

f— 2 a fin. % y - et cof. 0 — fin.

vnde

0
~ 90° -f- et fin. 0= cof.

exiftente £ zzz ~ . Iam ad partem integralis hinc ortam inue-

oiendam confideretur forma

d P — an -+- \o (n— 1) 2] (a— 2)
n “*

dz an zz

in qua pofito

2—— /(cof. — i.fin. 0), feu

2= 2 a fin. £(fin. /— 1 . cof. %)= a (1— cof. 2 /—1. fin. 2 £),

vt fit

a — 2 z= a (cof. 2 £ /— 1. fin. 2

prodit

Or\ , 1/ T —— i-Hfn—(n—i)(cof.iZ+V—r.Jin.*Z)][cof.t(n—ilf+V’—r.//«•« (n>-i)^l
* *** ' (co/.*£ y—i.jm.tfl *

Cum autem fit

cof. 2 « £
— 1 et fin. 2»(= o, erit

cof. 2(w— 1) £ — cof. 2^ et fin. 2(n— 1) % z=— fin. 2^,
ideoque

w
I f),/ T

— n4-n(eo/.»^-.y— i.Jm.t t)
* ^ ^ * — 4 a IC3J. a £ -h / — i. J|«. a '

quae reducitur ad hanc formam

^0/. ii. C c c -*»

%
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38 $ CAPVT IV.

9 +•&V~x=
4

-
aT /,Z7a ^con -fin - 2^-cof.^/- 1 fin.+O,

vnde concluditur

*= ,T^T. (cor- = cof. + 0= ,-ri^T fin. 3*.

Q= r^jtv v'n - 2 ? - fin- + 0 = nrsjrr cof- 3 ?.

ficque eft
*

^+ 00 = ,-^,
et pofito

(J)
— 2 a x fin. % cof. £ — a x fin. 2 fiet

9> cof.
<f>
- O fin. <p= fin. (3 K

~
<P) et

$ fin. <J> + Q cof. CJ>= cof. (3 K— Cp).

Quocirca integralis pars hinc oriunda erit

"^ f,*.* S
fin - (3 ^ X a x cof.

tt

l +- cof. (3 £ - <p)fe-'
ax fi*-? X a x fin. Cp y

vbi pro £ fuccefiiue fcribi debent hi anguli

r’ t» t» t» erc '

quamdiu funt angulo redlo minores, at fi n fit numerus par
ad has partes infuper addi oportet

t a a gyi a x f 0— 2 a x
n
r*/r SSI X a^,

ficque colligetur verus valor ipfius y.

Corollariam 1.

1207. Si eft X ~ o, pars integralis ex quolibet an-
gulo % — i? nata induit hanc formam

f xjh.p
j-A fin> (3 a x fin. 2 £) n- B cof. (3 £ - a x fin. 2 £)],

feu hanc

A c'**** ? fin. (« -+- a x fin. 2 £),

denotante a angulum quemcunque conflantem.

Co*
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Corollarium 2.1208.

Inuento integrali particulari quocunque V
quod aequationi propofitae fatisfaciat, fi ponamus deinceps

y — V + v, orietur haec aequatio

q n v n(w — 1 )dv
!

n|n-i||»-i)j 3 D gjg

ex quo integrale completum erit

j^~V + Afu xj,n‘ ^ fin. (a -+- a x fin. 2 £)

,

vltima hac parte fecundum omnes valores ipfius £ multiplicata.

Corollarium 5.

1209.

Si fumamus n —00 et a~n
,
vt haec prodeat

aequatio differentialis in infinitum excurrens

X— y — J >* ? **>
. _ C fC>

1.1,/X l. I. i j X‘ I. *. J. 4 j *’ 1 . 1 . 3.4. i a X 4

erit y terminus fummatorius progreli onis, cuius terminus ge-

neralis indici x refpondens eft Tcrr^. Quamdiu ergo an-

gulus e(l infinite paruus, ob Cp-2/7rx, integralis pars

quaelibet eft

«11 ir-T
y f fin.(2ll— 2 i it x)fe »

XXd x coC.(2i tt x
n

X — tiiTtTiy.

(-+* cof. (
3~ — 21 rrt x)f e * Xd x fin. (2 / it x)

et omiflis euanelcentibus

4. i 7r [cof.( 2 i 7r x)/X dx fin.( 2/ tt x)

—

fin.(2 i it x)fX dx cof.(2/ 7r r)],

fi iam hic pro i fuccefliue omnes numeri integri 1, 2,3, etc.

fubftituantur, omnium formularum hoc modo refultantium fum-

ma dabit verum et completum valorem ipfius /.

Scholion.

1210.

Pro aequatione autem propofita methodo ante

indicata integrale particulare per feriem dififercndalium inueoi-

C c c a re

%
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rc licet, ponendo

v— AX + — + ^r- •** etc*

j — ai* i * 1 <»*4

fatfta enim fubftitutione reperitur

A _ a D n — i r n n — r *JL— IT»
b — Tn”’

^ — TIT7-’ a

£ _ (nn iim-n
) etC.

fio fl ! n 7

cuius quidem feriei difficile e(t legem progreffianis in genere

affignare. Verum Fro cafu n z=z oo et a =: », qui imprimis

in doftrina progreflionum eft notatu dignus, hi coefficidntes

ita Te habent.

A — 'i
,
B — & , C — n» D — o, E .— t©, etc.

vnde ea ipfa forma oritur, quam olim in genere pro Termhro

fummatorio dedi. Conceffo autem hoc termino fumfttatorio

qui fit ~V, probe notari conuenit, aequationem y =“ V fas-

tum effe integrale particulare aequationis propofitae, comple-

tum vero facile exhiberi, fi modo ad V addantur omnes hu-

iusmodi formulae A fin. (a -+- a i 7t ar), pro i fcribendo fucces-

fiue omnes numeros i, 2, 3 i etc. vbi pro quolibet an-

gulus a pro arbitrio affumi poteft. Quod autem finguli hi

valores aequationi

o — o — ^ + 1^ —— + -*? -+- etc.W Hdx idx* S4d*> JSOOX4 7*0jx*

fatisfaciant, ita facillime oftenditur. Pofito breuitatis gratia •

2 i 7r~ vt fit v — fin. (a -t- wx), et fada fubftitutione fieri

debet

(fin.(a-+-m.v)(i— etc.? _ Cfin. (*+»*)£ fin. tn

°
”^cof.(a-H*»Jf) (—?*- M-rU+etc.^ “ Jcof.(a-+-»ar) *(cof.m-i).

Cum autem fit m =r 2 i tt, manifefto eft tam fin.w=:o quam

. cof. « — 1 — °*

Pro 1
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CAVVT IV.

Problema i<5i.

ti.it, Propdfita hac aequatione diflferehtiali

n ( u — i ) 3 3 y ,
n(n — t)(n — n(n — 3 ) 3* y

eius iutegrale completum inueftigare.

Solutio.

Quahtitas algebraica hinc formanda eft

3 X*

38$

etc.

* 4- n ( n — 1 1 z z . — »)(n — 3) z*

1. 1 a a i. t.
.
* -4- etc.
a*

quae ad hanc formam manifefto reducitur

u i f, . *mj, i r T » \n — (a -+- s )
”* *)*

«
-

t

cuius fadlor quicunque trinonrlialis eft

(a 4- zf — z(Ji a— zz) cof. 2 % 4- (a — «)•,

fmhendo
:

? £—; <»*-+>>* feu / —

-

^ n 7 ~ aa

Haec autem forma abit in

2aa(i — cof. 2%)-+- a 23(1-+- cof. 2^)
— 4aafin.£t

-f-4;^Jt!cof.£
,

,

qui fattor generalis repraefentetur hoc modo

a a tang. ^ +
ficque comparatio cum forma generali

ff-h zfz cof. 6 4- £ z

prtaebet

f z=l — a tang. £ et 0 ar 90®

,

vnde fit

= jrtang. (1177.)

et ralor pro z fubftituendus

*•—/ (tofi 0 4- /— 1 * fin. 0) r= a tang. £ . y~ t y

C c c 3 quo
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39 ° CAPVT IV.

quo pado

d? _ » fg+ g)"-'— n ra— zy-'
dz 2 a'

abire ponitur in -4- jQ /— i

,

vnde fit

P+Q/—I=pa [(n-tang.£./— x)#-*—(i— tang. £ •Y— x)*““ x
]

— [cof.(«— i.fin.(n—i)£— cof.(«

—

1)%

-4- Y — i • fin. («— i) £]

,

n fin. (n — i) %

z a cof.<£

ideoque ^ — ° et O — At ob ii±iTr,
a coi'.

hincque cof. n %
— o et fin. n £ ~ ± i

,
prout i fuerit nume-

rus par vel impar, erit fin. (» — i) £ :zz ^ cof. ideoque

£} — —- Quocirca ob cof. 6~o, integralis pars ex
a coi.

^ r

lioc fadore oriunda eft

2 a cof.
(cof.4)/X3arfin.0— fin.(J)/X5xcof.Cj)),

feu ob <p= — a x tang.

2 a cof. ( fin.(a x tang.£)/X dx cof.(a x tang.£)

(— cof. (a x tang. /X d x fin. (a x tang.
>

vbi pro £ fuccefliue fubfiituantur anguli

7f 3 7T } 7T 7 -IT

* n ’ !n' «n’ 2 n ’

quamdlu funt redo minores, pro quibus ibi alternatim -+- et

— fcribi oportet; haeque partes omnes in vnam fummam
colledae dabunt valorem completum ipfius dummodo pro •

vltima

Digitized by Google



CAPVT IV. 391

vltima parte ex angulo £ — 1 oriunda, quod euenit fi n nu-

merus impar, eius tantum femiflis capiatur.

Corollarium 1,

1212.

Accommodemus haec ftatim ad cafum n — 00

et a— Tic , vt propofita fit haec aequatio diflferentialis

X—y + 9 9 y

1. 1C2 aX 2

9* y

l. I. J.-iC*dX*
etc * in ignitum.

Cum igitur hic valores ipfius £ fint infinite parui, erit

cof. (=1 et tang. < = < =
hinc a x tang. % = (4 i ± 1) c x . »,

pro quo angulo fcribamus tu. Ergo pars integralis quaecun-

que
;

+ 2 c (fin. tu/X 3 x cof. tu— cof. tu/X 3 x fin. tu),

vbi ligna ambigua fibi mutuo refpondcnt.

Corollarium 2.

1213.

Si tantum angulus ^cx ponatuc, —0, integrale

vniuerfum ita erit exprelTum

2- — -4- fin. 0 /X 3 x cof. 0 — cof. 0 /X 3 jt fin. 0
— fin. 3 0/X 3 x cof. 3 (J5 -t- cof. 3 0/X 3 x fin. 3 0
-+- fin. 5 0/X 3 x cof. 5 0 — cof. 5 0/X 3 x fin. 5 0
— fin. 70/X 3 jt cof. 70 -+- cof. 7 0/X 3 x fin. 70

etc.

quae formulae in infinitum funt continuandae.

Corollarium 3.

1214.

Si ponamus c— by— 1, vt habetur haec

aequatio infinita

X — y
" 7- -4-J I.tfs‘ix2 I...4MM* *...*bUx*

etc.

ac
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> ft* x

a

*-l '* /(-+ „, "•

-^y^xa*+ f .v^*xs .^
., „

etc. ' ’

i . %,.
,

;

‘ • " r,

'V.
. ;

r - schoiioa

r*r
ix
£0<r<^ 'maeratouj r - ™<*odo f„.

ll’ ,ius x «prcfllim
, Jwmcque J P« 'UiCore.1mlii

q e m finem poqamus
'A X -«-**?*«*.£*? Jj^X F av ;•

a*epcrlenjus hos m,**
1
'

.

c4 ‘'*4 — etc., ;, .

. > Cfiefficumtium Yaiores ‘ “

r. r —. i ^ ' 2

2f*
*#— »•

.

z
> B = j_ c

l.t ’
;, D 6r

-
.

. -.:..
:<Ez: JE_' T U1>1 ,qW ,

1 ‘ ’

JJictjne' valor
fi ponatur *

***
- ******* «mple,um

~ V ’ VOCato ai'Si'«o I^=$, erit

,fj,M L’^ZTr' V+ A /In. Ca-t-(h) .+. p /r., rn 1 •

"

'in r

'

Vi -
Cfin.^v 4.

5
<m’

• h- D fin. (5+ 7 0;+ efc>
c -• — <•

A ^T5W,

Problema 162."
Xll6‘ ProPofita aequatione differentia?

»

n^1}
• *+- i>W :

;

c 7 1*

-?sf
1

• a ~ !•••.< a* * ^ X i
"•’ WC»* '*

^

*

C1US lntcS«Ie completum inucfiigare.

„ .
Solutio.- ,* ** ' V

'* a;
'

1

i9i
’ ^^Uan£it« ^gcbrqica hiac fumanda

ii. i "'• U hfi~ r

-U 1

nv.cn }
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CAPVT IVv 393
'

P == I 4- 2 -H Mn-HC— ,)f«—1). JJ JJ . ctc . ;

i. * a* >. *. j. 4 a«

cum ex praecedente nafcatur, fi ibi loco 22 fcribatur 2, fum-

to angulo % 71 1 foti™ quicunque erit 0 a wag.^* -f- *,

ita vt huius formae omnes fadores fimplices fint reales. Hoc;

ergo fa&ore cum formula a+2 comparato, erit «-flatang.£%

et fumto 21 pofito z~— a, erit integralis pars ex

hoc fadore oriunda j e~axf e
ax Xdx. Quia vero P euane-

fcit pofito 2—— a, erit quoque at eft differentiaudo

j i£= _!L— [(x*4- £/—*— (1 —
Quia igitur poni oportet ~ — tang. £ • Y—• 1 , erit

X et J
Yz _ ctf.f — Y~t.fin.{

a . eej. (
1

_
a *oj.'£

hincque

^
x .fin. (n— 1)£ nfin.f»— i)£

40 • taug.^Ty— 1 coi. 2aaUn.^coi.^~'
**

Iam obferuetur e(Te fin. n £ ~ fin. (2 / -4- 1) i — ± 1 , (vbi

lignum fuperius valet fi i numerus par, inferius fi impar,) tum
vero cof. »(z:o, vnde fit fin. (» — 1) £

—
-±_ cof. <£, ex quo

conficitur

21— . ,
2 a a fin. % coi. ^

n—

3

et pars integralis quaefita habebitur

_4_
2 q a fin. £ Cof. g

1

e
—aatang,{*.xr

e
aslang.i*.x X 9 X,

n

Nunc igitur ipfi £ fuccefliue tribuantur hi valorcs
3W SIT 7 TT

rs’ np rp r;’ ctc ‘

quoad angulum re&um non fuperent, atque omnes HUe par*
'

• Vol. II, D d d tet
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tes iovnam fummam collertae, dabunt integrale completum feu

Yalorem ipfius J. , -
.. s •> * i >* •

, .
.1 r Corollarium i mJ ,.. t

* 7 .. c

1217. St ponamus n — <x> et a~nc 9 aequatio pr«*

pofita in infinitum excurrit, eritque

1 . a» 4 c4 «/ JC*
4

I» • V J C°

x

J

et forma algebraica inde nata

P= I -h^ ,77^*«c'=
quae omnes. fa<ftores fimpliccs habet reales, £t oh £

r infinite

paruum e tit tafig^ ** indeque, fagorum
:
tq*n*

generalis j v,-» , .
,•

* -f-i—^TT-Ttrc, feu I + ,,i
-
+
-
,yff

-7c
-
c
»

>** * ;• •• ''Corollarium 2.

1218 . Ponatur bretmatH. gratia angHfti*.
‘

ti-tiTT— fl, erit, •

-i

a a tang. = $ 0 c r, tam reto > r 1 rn , . ; . *

cof. l =i iet = $
J
c e 9 «

'
•

*•»

ex quo integralis pars quaecunque erit

+ cce~* tccx - 7 • ;

' * * *
•,

V
|

\bi pro 0 fuccefiiue omnes hos angulos f«ibi oportet

k jir i ir nt 9ir ~ t A. '

7 ’ 75 —5 T* 7-5 etc *

Corollarium 3. ».

x 2

1

o> Perinde hic eft fiue cc negatiuq fiuet pofitiue

capiatur, hinc iftius aequationis diflfcrentialis infinita?

%r ;
X "** 277777 ^ i. ,v 4Vfr‘i.#

.*** «TTri-fan*^
®lC*

e-.*
‘ fo 1*-
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VT7 T ir f?A i-v

C*A P V T IV.^

,A
>33iftfegrale erit

" ''

y—*$be-" ix fe" hx Xdx,
loco 6 fcribendo fucceffiue omnes hos angulos, ambiguitate

ligni iam fublata '7 »

r , H T’ r’ ^ erc*
• i

ynde fi X = o, integrale particulare quoduis efi:

j = Ae~ ,,bx
. •

j

- Problema 165.

1220 . Propofitg aequatione * differentiait ^
V™».*** ,

nin-il(ni-i) ij, n (n — n (!.—_ t >( it — .tlfn — «1 3* y . *»_
‘

x -«ix H
<;

,«— .. v"» ctc
*i

eius integrale completum inueftigare.
'

‘

*

;
Solutio. ^

f ’

*

Etfi haec aequatio in^dur dn&a fponte femel integra-

tur, 'praeftat tamen hanc formam retinere, Tnde fit

p r^z nm — i )(n — t)zz n (n— tl(n —Om ~ a) n — tls*
( g

^

a i. *. i a» ' i.” r 4. I «*

quae manifello ita exhiberi poteft .
-

r=? [(* +£/— (« - £)*], 7 >

cuius quidem ftatim Vniis fadtor Ce offert z; reliqui veto 4%

hac forma continentur r , v ...i

(i -f- a (x — i) cof. a 4; rf- (i f

Tumto angulo v *

2%=— ftu •*= ** ‘ K t ' ' *
;

^ n 7 n 7

haec varo forma abit tn

’
2 (1 — cof. 2 # +•

1|(*
“f-eof.'a £),

r

f
'

^

'VdSe patet in genere feitorem fore v b^rfg. 4^ ijbVe

"itiam prlttlum -‘ikbm '» comple(fU fur fbmto Hinc pO-

D d d a lito
»
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CAPVT,, JVO
•9 s * * 4 t f V*

iito a ^tgn§- £\= «> • integraUs pars huic
,
fasflori refpoodensi

5rit
;

'
-
—

•

. f'

'• - '°‘
<J *'•* •:

* :Vrc-l
ii polito i i

jz =z— a a tang.^ fe\i yfe i± a tarig. £ — x

,

capiatur
1

-
f

f • V'
?

i ,
*

:v

At
Kx - 1

?)*c <*
.

+
r. CCiv-f - (« -

«£$—s?— ^ '<?$ •

’

quamobrem fiet

~ fin. n? , «cof. (n— i)Z -*-n
31 ~ — - i- —— ~ —

..—
,

za tang.qcol.^* ia cof.^n
~‘ l "

l a«colfC
,“'

bb fin.»£ ~ o et cof. n% — + i, prout numerus i fuerit vel

par vel impar. Quocirca inregralis pars quaecuuq-ue ita erit

ejtprefla

-4-
aflCof-

.̂ r e-^/^Xd x,
n

~ J
.

1
••

•
, » 5 .

exiftente a ~ a a tang. £*. Iam angulo £ fucceffiue tribuantur

hi valores

oir itt tit 3-ir

•;
\- • f J.'"!. i . C

quoad^ngulum re&um ? non excedant-, haeque formulae

omnes cum fuis lignis in vnam fummam coniedae dabunt va-

lorem completum pro y.
[

‘
- .

' < - •' n ; >
.
r V A' •>

Corollarium i,

i22i. Prima igitujr integralis pars nafcitur ex angulo

•£= o, vndc ea erit H-^/Xdar, cuius autem loco ob ja-

L * tmn.B
* « tiones
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<"AtW iv! 397

tioncs fupra kllegatas' circa favores ffmplices, eius tantum di-

-midiurn fifmti debet, vf hacc prima pars lit — 1/XB

x

y quod
1

etiam inde patet, quod pofito z — o fiat manifefto —tzz .

* • • L.
' ."1

„ . V, Corollarium , ; t . .. — -

1222. Idem tenendum eflet de parte vltima, fiquidem

ex valore % — l nafcatur, quod eucoit fi n fit numerus par.

.Quia vero hoc cafu fit cof. £
— o

, haec tota integratis pars

per fe euanefcit. ..

'

Corollarium ?.

1223. Si eflet Xrr o, quaelibet pars intcgralis foret

A g—aaiant i.' x
'
>

denotante A quantitatem conftantcm atbitrai

riam ;
foretquc adeo haec aequatio '

y — a e~~
* s r *

integrale particulare aeqnationis, dummodo capiatur anguini
/— JJ?. ’ .r*

< A
» *

ii !•- .

Scholion.

1224. Hinc pofito n—'oo et integrari po-

teft haec aequatio ^i^ferenrialis in infinitum excurrens

»v ii y
7~b 1 . b d x 1. a. 3 bb i x* ’

i. ... ii 1
<y x» i b* dx*

vel etiam haec per vnam integrationem ex ifta nata

y/b.fXdx= l-
iv 9 iy

1 .v.ibox 1. ...ib* 9 x* . ; b* 9x*

Cum enim fit angulus ^ — infinite paruus , erit
*

, ,

cof. %
— i

t
et a tang. £ a £— i tt y' b 9

ideoque < 1

'a'— a a tang. — i i mit b 9

habebitur pars integratis quaecunque
-u D d d z

ttc,v
«.«.

ctc.

J
4

c

. J . _
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xJ9S CAP VT*W
2 yi . /<*W*x ai,

*nde parte prima ex i rr o nata ad dimidium redu&a, ob ra-

tiones fupra_ allegatas, erit integrale completum
£• ==/x a x— 2 >-***»/>*"* *x a x-f- 2 <r «

’

rir8 */f ,rVl *x a x

— a *-» * * 6 Xfgrwb-x X aX 2 e- “ ww 8 */*“ ** 8 * X ax - etc.

~
' Exehiplum. .

^
12 25. Sit »~6 ct or; 1, Tt integranda ptopona-

tur haec aequatio

x = ^+^-+-^<
/xa» = «/+^+ $»*.

Valores ergo pro angulo £ et inde pendentes funt
- * '>hii rrfv

tct . ^
«C.{=I, $!

'

t" X l\ ir.; x

<— 0, 30% 60*

> t
•» »

>

« * ««

«= s» 3 »

ex quibus colligitur integrale quaefitum

j= i/x a i-- hr > *jv 1 xa* «-*/«’* xa*;
quod etiam aequationi fatisfacere tentanti patebit.

X; ttOu; :

* >;
t'

* i — 1 T

'
'1

r •

- / .

• : f.l /- “ Ji

i r /. \ i ,

,

*- ' r v V v \

v‘ •

' - * - - '

- • t .n ..'3

ii •* } - *'-•*» ~ 'itiJtuuua ii?

CA-
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CAPVT V.

DE

INTEGRATIONE AEQVATIONVM DIFFERENTIA-

,\

> > j * .tLIVM HVIVS FORMAE

X = A./-H Bx?.
^ X

Dx’i*y ,
, ctc

*X* ' <**» 1
* X* ^

l >

Problema 164.
. - t • * * • . *

1X9.6,

Propofita aequatione differeatiali. huius formae

B r 3 y Gxx 3 3, y D x3&y, Nx8 3*y

*j 1 r i /

X=;,Aj’ +
3x. . 3, 4T* 3. Jf

3
> 3 Jf

n

de&tare fun<Siou«m . ipfins. xy pe* quam ea multiplicata fia*

tegrabilis.
. ' t . r

• : :

solutio.

Armudeuti mox patebit, fimplicem potefiatem ipfius- x
hoc praedare.. Sit igitur integrabilis haec aequatio

Xxx 3xrA*V 3*+B ar
x+

1

3j>+ C.rx ^33y Nxx+"3"r3^" * * *

WM» iutegrale fit

,v n a / X-4- 1 cv-^aa*fXx*dx-A xK+ *y-+- -i ±.
dx dx' dx n~ l

Cum igitur huius dtfFerentiale ilii debeat effe aequale, fequen-

tes naucifcemur determiuatioues

- & A =

(
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CAPVT IV.390

quo paflo

ap -+-«)—»— n(g— zY~ l •

dz 2 an

abire ponitur in ^+ O /— 1
»

vnde fit

$ -+- £L /- 1= i [( 1 -+ tang. £ .
/— 1

)* 1-

(

t -- tang. £ .i— 1 )
n 1

]

—

[cof.(n—i)^h- y'—x.fin.C»—1)£— cof. (»—i)£
20 cof.<— 1

-hV— 1 • fin. (n— 1) <0 »

ideoque f = o etQ = «fin.fa-iK
At 0b n %= iL±± m,

o cof. %
n— 1 *

hincque cof. n £ ~ o et fin. « £ ~ ± 1 ,
prout * fuerit nume-

rus par vel impar, erit fin. (« — i)(~

+

co f. ideoque

Q = Quocirca ob cofJ^o, integralis pars ex
a coi.

hoc fadtore oriunda eft

. ±
2

,.

<7
..-l.r~

a

(cof.CfJ/Xajrfin.^)—• fin.(J)/Xaxcof.(|>),

feu ob <p
— — a x tang.

20 cofi fin.(o ar tang.£)/X 9 .v cof.(a x tang.£)

” (— cof. (o x tang. £)/X d x fin. (a x tang.

vbi pro £ fucceffiue fubftituantur anguli

jr 37T 5jr 7jr

* n 9 cn 9 t rt ^ in’

quamdlu funt reflo minores, pro quibus ibi alternatim -+- et— fcribi oportet; haeque partes omnes in vnam fummam
collegae dabunt Yalorem completum ipfius dummodo pro

vitima
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CAPVT IV. 39t

vltima parte ex angulo £:rrl oriunda, quod euenit fi » nu-

merus impar, eius tantum femiflis capiatur.

Corollarium i.

x 2 1 2. Accommodemus haec ftatim ad cafum «rzoo
et vt propofita fit haec aequatio differentiaiis

X —y + - 3 i y

2 c 1 ax1

3* y
t.2.i.4C*dX* l...iCa 3X9

etc. in infinitum.

Cum igitur hic valores ipfius £ fint infinite parui, erit

cof. ct tang. ^
—

hinc a x tang. £= (+ i± i) e x . ,
pro quo angulo fcribamus to. Ergo pars integralis quaecun-

que

Hr; 2 c (fin. co/X 9 x cof. cj— cof. o)fX 9 x fin. co),

vbi figna ambigua fibi mutuo refpondent.

Corollarium 2.

1213. Si tantum angulus lex ponatu^, — 0, integrale

vniuerfum ita erit expreffum

2- — •+• fin. 0 /X 9 x cof. 0 — cof. 0 fX 9 x fin. 0
— fin. 3 0/X 9 x cof. 30 cof. 3 0/X 9 x fin. 3 0
+ fin.5 0/X 9 x cof. 5 0— cof. 5 0/X 9* fin. 5 0
— fin. 70/X 9 x cof. 70 -+- cof. 7 0/X 9 x fin. 70

etc.

quae formulae in infinitum funt continuandae.

Corollarium 3.

1214. Si ponamus c~by— i, vt habetur haec

aequatio infinita

X — v— h *y _ — y y -1 etc.J i.tt‘3** t...tba ix*

IC
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ac iatn 'anguhmfi b x 'vocemus A|/i'#-w^ftlTQinpletiim.
(

Z — f e
*

' X d xr—L e* f*-* Xdx.
•tpn.s"-’ j. Bx -f- ert/r-J+Ti-p

'** v ‘j r J

•' ^^r^fe^Xdx— e^fr^^Xdx '

*’<• '
• > » '.

etc.
w r. • i ..

i-."; . . . vM.h «i - f ScholiOH* r'

s .

latj.'* 'Si-pro aequatione Corollarii r. methodo fii*

pfeixpofita 1 quaeramus integrale particulare per 'differentialia

ipfius X expreflum ,
huncque m finem poqamus

.

A V B* 3 X . Ci*x pi*X , Ed*XX— ^ c*ix* c*7x*
^

cr/*« -1” etC* . i O
retwriextjus hos coefficientium valpres 1 \' a

A == 1 > B = ~, C=^,b=_*L f ,,,. j

V» p' t E — T «=\. J0W
,

etcw
,

Hictjiie' valor' fi ponatur —V, vocato aigulo * c x — Cf), erit

icice^rale completum 1 '
‘ V * '

‘ ' '••w

f J77Z V -+- A fin.(a-t-<t>)j+-B fin.(p-4-3<p)-i- C fimfy-t-j 40
"*

: 4- D firi.(5-F- 7 ^;-+- etc.
‘ ~

'
:

Problema 16.2. — g
I 2 i 5. Propofita aequatione differentia!!

Y v 1 n(n-i) dv‘ i n(«— »)tn— *\2 *

'*

.1 V X * •

‘Jf-V- .^4.

1, . . . t a® d x*

eius integrale, cojnpletum inuefijgare.. *• -i.,
2 .;j

Solutio.’ - »r ;

'
* Quantitas ^lgebr^ica hinc fiy^nawia .

*n ‘ uw-

t' O » *• :rv

-*n< $

* r *

t ^

,

» ' f r f<*« “ *+ • * - i/

in 3^5=*
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CAPVT rv. 393
'

p Z= I 4- v.”
- 1 ’ Z -f- »)t«— 3t n + etc . ;

i. » a* i. i. j. 4 a*

=

*

i («— £;%
cum ex praecedente nafcatur, fi ibi loco zz fcribatur z, fum-

to angulo fador quicunque erit o a rang..£* -f- z,

ita vt huius formae omnes faclores fimplices fint reales. Hoo
ergo fa&ore cum formula a-+-z comparato, erit x-a <?tang.<£%

et fumto 51~ pofito z —— a, erit integralis pars ex

lioc favore oriunda 4 e~ a */eax X r) x. Quia vero P euane-

fcit pofito z—— a, erit quoque St— — ; at eft diffcrcntiando

r H=dr:Kn-fV-
Quia igitur poni oportet — tang. £ . Y— i

, erit

J _J_
Y» — coJ.{-+-V—<.Jin.{

et J
z __ eo/ { — >'— t.fin.C i.

«. CtJ- i ' a «o;. £

hincque

^ n • 2/—

t

.fin.fw— 1)£ «fin.f»— i)£

40 • raug.i*. — 1 coi. 2au lin^col-^11-**

lam obferuetur efle fin. n % — fin. (2 / -f- 1) * = ± 1
, Cvbi

fignum fuperius valet fi i numerus par, inferius fi impar,) tum
vero cof. n% — o, vnde fit fin. (» — 1) £ — ^ cof. ex qua
conficitur

51
z a a fin. £ coi.

et pars integralis quaefita habebitur

-f-
2 Q g £ co ^- K * g—aalang.^.xj-gattang.^.x % fi x.

Nunc igitur ipfi £ fuccefliue tribuantur hi valores
TT Sit ST 7 T
»n’ «n’ sn’ «n 1 etc.

quoad angulum re«2um non fuperent, atque omnes Htae par-

Vol. II, Ddd tct
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»+ CA&VTIV*

tes in vnam fummam collctfae, dabunt integrale completum feu

valorem ipfius y . , ~ ; * *,»>« ..

. ,
#

'r
' 1

r
f

: : Corollarium «7 - •; r „v

1217. Si ponamus n — 00 et a~nCj aequatio pr«r»i

pofita in inanitum excurrit, critquc

> .
• x=y,* -ffo+ njUb* BrSfe» **• •

'

et forma akebraica inde nata

P = 1 “H
77TF T^TTT»

^ "* C*C ’ —
'quae omnes. fa<ftores fimplices habet reaJes, et oh £ infinite

parttum e*it tattg.^ *> indeque
;

fagorum
: tQfn^

generalis . ? l->

Z + '2±±2lT:mcc, feu

‘ "'Corollarium 2. -

1 2i 8- Ponatur bretmati*. gratia

‘ = ^ erit.' •

-
: \ v 'vi

a a tang. $0 c r, tum Tero » r i v> , ,

cof. ^tiet ° _ frV r, i r
ex quo integralis pars quaecunque erit

+ 2 $ r r e
—m c *yV 4r£CJe~X dar, -

"

" « » * '«

xbi pro 6 tucceffiue omnes hos angulos feribi oporfet

r
(X

ir j ir j ir r ir 9 it

> T’ etc.

Corollarium 3. .

1219. Perinde hic eft iiue c e negatiuqi fiue pctfitiot

capiatur, hinc iftius aequationis diffipr^otialis infinitap

— v -4-
j ^ ei C.

i. » V«'x 1. 1. ). 4 & b i.H*. 1 I. > . i.W aCSi ’

1*:
ipte«
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crXWf iv.- 395

erif
-

5S

-rj=26be- ,tbx fe,,b *Xdx,
loco 0 fcribendo fucceffiue omnes hos angulos, ambiguitate

figni iam fu b lata ^ ,

sir sit

T’
nr

etc.

vnde fi X = o, integrale particulare quoduis e(l

-
* Problema 163.

12 50 . Propofitg aequatione differentiali
,

v " iy -4_
"l n — Ofni-I) Hy

^

n ( n — i ' ( n —.< H »— >)[« — $ ) 3* J>

«j* «.*.
,

i.' *. 4. s a»

»

j»
’

"

,

eius integrale completum inueftig 3re.

:
" '

' Solutio.
'

" <

*

Etfi haec aequatio in? 3 x dnfta fponte femel integra-

turi, ipraeftat tamen hanc formam retinere, vode fit

p nss . n;n — t )[n— i|»t n(n— t){n—iy»— 3) n — 0* 1

a i. . i a* x. a. 3. J o*

quae manifelto ita exhiberi pofeft

p = ^[(* +£/—(« -£)*], - >

cuius quidem fratith VflUs fador fe offert s; reliqui veto ah

hac forma continentur r <,

¥)!-•(<-» «c> fr
-- 1#£ ,

?umto angulo * , *
, „

2 ? = ii* feu £
’* ' ‘ * ’

haec vero forma abit tn

* 2(1 — cof. 2 %) -4- ii' (x £)> - r ” f

'Vtfde pafet in genere ft&orem fore ia (z 'thbij. , quae

Utiain jifirtlum JiHhm •'« <omple<flitur fUmto iezLVi Hinc pS-
' °'

,fv Ddd 2 fito
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fito #.qtang. a, intogrniis pars huic favori ccfpioodfnft

# ,

•

- V '*
•

.

•

.

•* »1 * **£-?*.%•$?+ - i •„••; i,. ; f'-il

ii pofito 1 '
- i

2 z=— <7 a tang. £
a

fe\i i/ z a ‘tairg. £ — i

,

•capiatur *
f

?:',
v ? '

> .

21 =£ 21 ==!£. [(i -f- — (i —
dx 4Vz*- v a - v • o ' J

„

~ A At

~*T' coJ . r
quamobrem fiet »

•. 4 ;

. .. n _ 4

fin.»£ , n cof.Cn— -f-»
9J -- —

—

4* ——— mr - -—

—

1

a a taug.£ cot.^" 2 a cof.tf
1-* 1

:

, a a *

"ob fin.w %— o et cof. n % — + i, prout numerus i fuerit vel

par vel impar. Quocirca integralis pars quaecunque ita erit

exp refla

gacof.^2*
e
-*xjpyx d x

J
- . . » • ; '•

'
> ‘ i:

exiftente a rr a a tang. A Iam angulo £ fucceflhie tribuantur

hi Vatores '

.4 . " •* » » \ » I ' \ .

ott i 'jt t-ir 3^r

IT’ V’ T» T’ ’ ' " - •' ' !•> • .
:
<

quoad" angulum rerium J non excedant-, haeqne formulae

omnes cum fuis fignis in vnam fummam cpniedae dabunt va-

lorem completum pro y .

V , 1
’ •-

Corollarium u
1221. Prima igitur integralis pars nafcitur ex angulo

% =z o f vnde ea erit cuius autem loco ob ra-

'
t , t

1 '

* tioncs
* * n d. t

'
!
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c5'apV¥' iv! 3st
‘ / ,

- -v»

tiones fupra hTlegatas’ circa favores fimplices, citis tantum di-

-midium ftimi debet, vt haec prima pars fit — IfXdx, quod

etiam inde patet, quod pofito z-o fiat manifefto n

•
.

* r.

t
, ,

'

t : Corollarium
1222. Idem tenendum eflet de parte vltima, fiquidem

ex valore £ =: s nafcatur, quod euenit fi n fit numerus par.

.Quia vero hoc calu fit cof. ^rzo, haec tota integralis pars

per fe euanefcit.

/• —Corollarium j. -

X
'

’

Y-*-*}
1223. Si eflet X — o, quaelibet pars integralis foret

A e~ * a !a'B:*•*•
* , denotante A quantitatem conflantem’ arbitrat

riami foretgiie adeo haec aequatio
*

•- *
*

y — A e~ aa cns ’ **

*

lutegrale particulare aequationis, dummodo capiatur angiilu»
• t w * y— 1». * 1 *•

1 1 > -,
f

Bcholion.
1224. Hinc prbfito »—'00 «t trrr: » f/i, integrari po-

teft haec aequatio diflerentialis in infinitum excurrens
iy <>*y

i. 2 . 3 6 i 4 x1
Jly J*y

i.bax ‘ i.i. 3 bbdx* i....ib**x* '
1 ib*dx*

vel etiam haec per vnam integrationem ex ifta nata

etc.

Vb.fXhx— i-
d V

X. 5 . i b J J

^ * y
. . i b> <jx‘

JLjr etc. 7
* 7 b* }**

Cum enim fit angulus £
— — infinite paruus , erit

cof. £= 1 , et a tang. % — a %~i nY b 9

ideoque «

1

a— a a tang. — i i ir it b,

habebitur pars integralis quaecunque

D dd 3 <4-

e

jti
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^ 2 / b . X d i,

vnde parte prima ex i — o nata ad dimidium redufta, ob ra-

tiones fupra^allegatas, erit integrale completum

fi=fXdx— 2 ?-** bx
fe««

bx Xdx-i- 2 e-'*nbx fe*
7'« bxXdx

— ac-»™ 6 xjgt-kvbrx xdx-i-2e- lt™ ix
fe'

t * ltbx Xdx- etc.
'*. *; i ,

*
'

, ,“
•

‘ Exemplum.
‘
v

1225. Sit »“6 ct o^: 1, vt integranda propona-

tur haec aequatio

^ — <u ^ jtr
~

*** ’

/X3» = ^+ 2ii.+^.
Valores ergo pro angulo £ et inde pendetites funt

££±’d, 30’, 6o°

' cof. 1, i,
t
— • '*»

!
-- V — t /\ :: : x

® —— 0 » I» 3

1

ex quibus colligitur integrale quaefitum

j=lfXd*-fi e-
lx

fi?
x Xdx+lt '->*fe

ix Xdx;
quod etiam aequationi fatisfacere tentanti patebit.

*• :
;•

,
- 1

, . r

/* c

4. ? **»' A • * *
/ .

*. \ y
• • *

: :
-

r . / v f

#1 > •••->

.i- J >
iir • * • J.

! .v/3
• .• X , If

< 4* t» tl 4 » .
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CAPVT V.

DE

INTEGRATIONE AEQVATIONVM DIFFERENTIA^

...... L1VM HV1VS FORMAE
• *

X= Ar+ - x3 2 4- c x' 3X2 4- l**» 2. 4- etc.J 4x ‘ * x2 ^ 4X> ~
4 *« ‘

Problema 164.

1226.

h . t’
*

Propofita aequatione differeatiali; huius formae

X —Aj + B x 3 v Gxx 3 3 v D x3
^,y. Njf&y

dx. . 3, (
3,r !

' ^ - rt dxn

defcmre fwnaiausro . ipfii» xy per quam ea multiplicata fia* iftj>

tegrabilis.
C

,

»*' rt t "\ * ;
•• '*

, r > * *
^ ^ ^

Solutio.

Attesdejiti, mox patebis fimp,licem potentem ipGq* x,

hhc praedare. Sit igitur integrabilis haec aequatio

X *.x 3x-A\xV 3x-+-Bxx+1 3> -*•

-X +•* 33y

3x
l

Nxx+*3"r

Wtt* iutegrale G*

rv *, x+ ,
B^x+*31 C'xx+333y MV+"3"~'x.

/
y

3x 3 jh* 3jr"“‘

Cum igitur huius dtfferentiale illi debeat efie aequale, fcquen-

tes naucifcemur determinationes

4 , A =

1

Digitized by Google
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A=(X-*-iW, hin<f(X+i}4'rA^ .
•>.- - ’ — ^ ,: T

Br(X-»-2)B/
-+>A

/

,
(X-f-x ^(X-+-a) B/

— (X-t- 1) B—A S

Cr(X-+-3)C/
-i-B

/
,

(X-t- 1 y (X-+- X-+- 3)C
/
“(X-+- 1 )(X-t*a)C~(X-4* 1 )B-f-A

Dr^X+^B^+C7
, (X-+-i)(Xj+-2)(X-*-3XX-*-+)D

,

r:(X-+-i)i
,
X-+-2)(X-+-3)D

. <i i <
* •^-^X-j-^^X-i-s^C^^X^x^B—

A

• v-*fe

N = M' • • - *• • 1
‘

1 >
. * • • * - 4

infegralis enim termini fequentes, qui inuoiuerent differentialis

gradum dnjr altioresquc, euanelcere debent, quia alioquin inte-

gratio non fucceiiiffet. Cum igitur in integrali littera N' eua-?

nefcat, peruenimus ad hanc aequationem ' T

o zzA— (X-t- ij B -t- (X-hx) (X-f-2^ C—(X-f-i) (X-t-2)(X-t-j)D . • • • •

a a • a a (X~f~ I ) (X~+~ 2 ) • a a a • a (X-4-/l)f^

ex qua aequatione exponens X poteftatis quacfitae xK
definiri

debet. Formetur ergo talis exprefi o algebraica

P “ A-+-B(z—x)-4-C(2:— i) («—2)-*-D(z—1)(«—a)(*—3)-+- .... i

-+-N(2—iX*—2)(z—3) («—i»)

,

iuiusque quaerantur omnes fa&ores fimplices, vt fit

P — N (a -h z) ((3
-4- z) (y -t- z) (5 -t- z) etc.

fagorum horum numero exiftente r n. Tam ex quolibet favo-

re a-t-a ad nihilum redu&o, valor z ——

a

dabit poreftaretn

x“, per quam propofita aequatio multiplicata integrabilis euaditj

ita vt eius integrale fit futurum

,, oV . A/ B'x*y cvaay V'x*?’v fixn
-l dn

~'fx
aXdxz:Ay-i—r 1 r—- -+—-—

k

dx dx* dx* 3xn-‘

t * a

M vbi
%
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CA*VT V? 4©*

Vbi differentinlium gradus vnirare eft inferior. Ita autem haec

aequatio integrata per propofitam determinatur, n fie , ..

r A c ) A'
'

;
*. \ *

»\* • "
• ?'

B = (ari-a)B'H- A'.. •'•i'

,• D — ( a H- 4. ) D/ C'

. etc.

donec perueniatur ad vltlmum cocfficientem N, qui Ttrobique

elt idem. .
f

Corollarium 1.

1227. Quia aequa io ime .rata fimilis eft ipfi propo-

firae, ea per cer ain po reftatem ipfius x irultiplicata denuo fet

inregrabilis. Ad hanc enim poteftatem inueniendam confide*

rare opor et hanc formam algebraicam

Q-A^B^s— 1 )-hC
/{z—i )(z—2)-+-D'(z—t)(z—2)(z*-3)

-+-NC*— 1 )(*—2)
r .

* *
*

.
(

cuius fi fuerit fatfor fimplex quicunque z -h fx, erit ilia

poteftas ipfius x,
aequarionem integrabilcm reddens.

,• . . . ........ Corollarium 2.

»22 8. Quodfi ipfa aequatio propofita per poteftatem

x~¥
’ a

multiplicara reddita fuerit integrabilis , hic probe norari

conueniti quantitatem Q ex integrata formatam ira pendere a

priori P ex ipfa propofita formata, yt fit Q r -_*G
,

quando-

quidem per bypqthefin «+ t «ft faftor ipfius P.
,

.

. .
Scholion 1.

. < r r

k * * * v
* ; v • _

_ »259. Ad .banc.infignem proprietatem demonftrandamp

quod fcilicet fit P — (a. -t z) Q* tantum opus eft, vt quanri-

tas Q per a-f-a multiplicetur; yerum quo conclufio clarius

Vol, i/. £ e e ia
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in oculos occurrat, pro lingulis rermiitis rpfius Q multiplicator

bipartito eft rcpraclentandus ; ac pro primo quidem termino

loco a. -*• z fcribatur (a -4- i) -+- (z — i), pro fecundo {a-*- 2)-f-

(z— 2), pro terao (a-f- 3)-»-(z—.3), pro quarto (a-*- .4) -+-(z— 4)

ere. ita vt cuiusque termini produdum binis partibus exhibea-

tur, quam operationem hic totam apponam

QrA^B\z —
1
)•-t-C\s— 1)(z— 2)-+-iy(z— 1 ) (z— 2) (z— 3 )-+-etc.

Multipl. a

z

- 1

Ttl r,

a -f- 4 a-f- 3

«n-* — •z— 3 .

a —t- 4.

x— -4

Prod^a-K^AVA^z— 1) -+B'(z— i)(z—2) -t-C'lz—
1
,.(z—*)(z—3'etc.

-r-(a-t-2)B
/(z— i)-H(a-t-3)C\z— i )

fz— 2)-t-(a-4-4jD
/(z— 1j{z—

In folutione aurem vidimus effe

(a-+-ijA
/z= A, (a+ajB^A^R, (a -+ 3 ) C'-t-B'=:C,.etC*

quocirca hoc produ&um hac forma exprimetur

. A-4-B(«—'i-)-*- C(z-^i)(z—!)+ D(z- r)(z~2)(z—3)-+- etc.

cui valor ipfius P eft aequalis
, ficque demonftrata efl infignis

(illa proprietas memorata, quod fit Qr
a -t- s '

Corollarium 3. • •• r

1230. Quodfi ergo valor ipfius P in fadores fimpli-

,ces refolutus ita repraefentetur

P zz N (fi
•+ «) etc.

<ct ex fadore a -f- z aequatio propofiia pe rr>jr
a 'multiplicata in-

tegretur
, tum vero ex integrata; fim ili modo valor Q forme-

•
*• • •»)* 1. •

Q= N
(f
3 4- z) (y -f- s) (5 -£ z) etc.

, . ^

Corollarium 4.
. . . fr.vT* v < \ _• n 'ijiii

1031» Aequano ergo integrata, poitquam ad formam
propolitac fuerit perduda, vt polito*

& 3 j <1 x
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C.AFVT V. 4°3 -

x- a -'fx*Xdx = X'
habeatur

X" — A'y 21*Iz -+- FjfJty
,
-+- I^£iiLy _i_ etc

Iwec denuo inte?rabilis reddetur, 'fi multiplicetur per quam*
piam harum po'eftatum xKx\x\ etc. quae etiam ipfarn pro-'
pofitam integrabilem reddidiflent.

. , .. Scholion 2 .

1232. Antequam continuationem harum integrationum
vfrerius profequar, conuenict eum cafum formae propofitae te-
iteraits feorfim etiolui

,
quo prius aequationis membrum X in

nihilum abit. Hoc enim cafu hoc commodi vfu venit, vt fta-
tim fine integrationibus repetitis Intesrale completum exhiberi
queat,- Idque fimili modo quo fupra in Capite 11. fum vfus.
Huic quidem calui quia iam multo facilius traftari poteft, rro»-
prium caput ali gnare nolui

, ne praecepta > nimis multiplicari
videantur.

,

’

Problema 16^5.

1

2

33* Propofita hac aequatione differetitiali cuiuscun*
que ordinis

o * a x o x

*

vbi variabilis y cum fuis differentialibus nusquam plus vna di*
menfione , altera vero x adeo nullam obtineat

, eius integrale
completum inuenire.

; - ’ ‘
'• Solutio.

Particulariter huic aequationi fatisfieri perfpicuum e fi ,
fi y certae ipfius x poreftati aequerur, ponamus ergo e?Te y-x\
•t fadta fnbfiituTidne

, cum vbique per x1* diuilerimus
, perue-

niemus ad hanc aequationem
* v .

\»

o 1= -t-p. (p.~ C ft fp.*-- 1) (p. -r 2)D etc.

£ E e e 2 vnde
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Tndc exponentem fx determinari oportet. Vel fi fecundum

praeceptum procedentis Problematis ex aequatione propofita
f i. c i „ i u <•"»> i* t iuAu<ft.Joyhanc formemus formulam algebraicam ‘

P.r:A-f-B(2;— i)-+-C(*-*-i)(sr-a)-4-D(2-i-i) (2— 2) (2—3)-+- etc.

reamque m fa&ows fimp lices refoluamus
,
vrfit £ 1

P>~ N{tt-H3)((3+ 2)(y+ s:)(5“l-2) :

etc.

euidens eft pofito p. — s — 1 , primae aequationi fatisfieri fik-

meudo • - \ — S ‘1 ox) \ _ f, j ^ > l\ .1 — \ t- v v xx, \ *»

jjl
“

—

a— 1, vel — p— 1 , vel fx~—y—*i rv*t<fc

ita vt quisque Fa&or foppeditet irtregnile particulare. Cum
igitur fadorum numerus aequetur gradui difFerentialknt/ ftift-

mo, hiuc colligetur integrale completum dequatiohfs^propofitae

S = & a
- a-‘ -+- 33 a

--*3- 1 -+- £ -
I
- 1©

vbi tantum olrferuari conuenit, fi fa£ortinr-iUoruiif fitrplici*

~unv>4jft> ;plu resue fuerint inter fe aequales irrregralis formnln

jfimili modo immutari debere, quo fupra Capite 11. funi vfite.

Scilicet cum aequationes ibi tradatae ad praetentem formam
reuqcent^r^.^tbi 4qpo x iicribsijjft V * r^de Jias, regulas hau-

•• <
• voiut 1 ut »‘i ioq «;•». nu. "» arup ~

1.

) Si forma P faftorem habeat ipde nafei-

tur pars integralis c

x—a— tr^hj; «q ]'x\J

'

£j mulu^na (» eiacmaub

2.

) Si forma P favorem habeAt (a 2)*, pars inte-

jgralis inde orta eft,> v “
'.r.om il

:

ni<5 .» rc

*£(/*)?]. r,

•nmgcnv 3«) Si forma P favorem habeat («-+-«)*, pars in te»

vgralis intie orta erit .i ;:!i .;lloa anou^L^; «uuiu<xp >'t> -oii

* [a 4- » / * -t- £ (/ *)' •+- £> (/ x)tyWL™ ^
« * * ** §j

a—

1
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Si , favores occupant, jrnaginarii, partes in<je .oriundae per foli-

tam imaginariorum rediidionem facile ad formam reaiem re-
vocabuntur, vti in corollariis docebo.

’ . : •

r.s ^ •

< « z ; t Corollarium. 1.

1234. Si forma P duos habeat facflores fimplices ima-
ginarios in formula ff -t- 2 fz cof. 0 -+- z z contentos, hac cum
produ&o (a -+- z) (p H- z) comparata erit

a =/\cof.0-+-/— 1. fin.0) ct p =zf(coC 6— y'— i.fin.O),

lude fit-
f

t - t
t r — 4>- : «

O.l > = m .

-Eft WO' imjv>

y ,
v.

j

f~ ,,v'- ,
=^cof.ifc 7r-v' ^-fin. «, , f0^,

jdjeoque habetur
, fXj ,

, r;

v—/eo/. « fcof. (f fm.tl x)— V — j.fm.ifftn.tl x)\
*i3t:

j
uH 4,-,,. .i.«. W

—

11

. ?, ' i;
~

1

.

'*A Trur 1 j _•/

i^Quare cum fimiii modo exprimatur, mutato iigno ip-
.d»u« j/ i f

, ex fa<ftore duplici ->//•+- 2/3 cof; 0 -f-arz haec
nnafciHir pars inrcgrilis • 1 .1 s f • 1...

y

^ 1 «“‘'ijH-yefrfU?
fsf cbn V <5 fin . (/fin. * /V)],

*

quae etiam ita poteft repraefentari

•
.

> \ i

denotante a angulum conflantem arbitrarium. ~ y

f
e(.t-4-») iCQroH&riuiii c. i

1235. Simili modo fi fadtores aequales innoluaty vt fit

(a -t- s)* (P -h zf hz^ff4- yf z cof. < + j 2/,
» Jitterge <* pe d^-^ft^dem. quos ante ibrtienturs valores' imagina-

rios , ex quorum reduftione colligitur haec >pars integralis

de *.'*# ‘

j&
Eee 3 jc
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x—fet>j.i~ i cor. r
0i-+-f fin. £/.<•)-+- 23 /jr . cof. '6-+-/fin.$/jr)]

f

quatuor conllautes arbitrarias 21, S3, a et b continens.

Corollarium 3.-- • »

1235. Fine ergo euiciens ed, quomodo ex fadtoribus

formae P, fiue fint fimplices fiue duplices, fiue inaequales fi-

ve aequales, fingulas integraiis partes aifignari indeque totum
’ integrale completum formari conuenlat*

Scholioir.

1237.'* Totum ergo negotium huc redit, vt quantitas

algebriica ex aequatione difFerentiali formata

P:A+ B(t;-*t)+ C(2-i)(2-2)+ D z—i )(z~2)(z—3yhctc.
r J

• '
9 B ‘f**

in fuos fadlores realcs vel fimplices vel duplices refoluetijr, in

quo plerumque maxima difficultas verfatur, quoniam huius-

modi formae minus tratftari funt folirae. Cum vero haec re-

folutio ifti aequationi cum generali, quam hoc capite enolne-’7

re- fufeepi* eft communis, quicquid hic praedare licuerit, potius
'

in. aequatione gererali oflendi conuetiiet; ad quam reloluen-*

dam propterea reuertor. Id tantum hic obleruaife neceile du-

co, quod fi pro aequatione generali i

X = A y h- 5il2- -4- c-*JL±±l -f- EfliiZ -f. etc. .

vndecunque innotuerit integrale particulare, puta yz~V exi-
(

ftente V cera fundtione ipfius jr, tum pofito y — V -+- v per-

veniri ad hanc aequationem

»7 osA« + -f- C*»* 3 ” -4- -+s etc. -

dX JX>

cuius integrale completum per praecepta huius problematis in-

ventum fi ioco v feribatur, habebitur integrale completum il-

lius aequationis, quo pa&o certe infigue calculi compendium.
obtinetur. ' ... •

,

.
• .. v-.......

'

.

• - : ' ,D -i ' Proble*
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CAPVT V.

Problema i6*>.

1238. Propofita aequatione ditFerentiali grados eoius*

cunque n huius formae

• x=

A

7 +gj-ii+£-f±Lr^ . . .

:

o x d x*
’ '

'

• d xK -

*

eius integraie per integrationem n vicibus repetitam inuenire.

Solutio. *

Ex hac aequatione forme-ur hp.ee quantitas algebraica

TrA + B(«-i)H-C(t-i)(t-2)+ ....+ N (z~i)(z~2)....(z-n)j

cuius quaerantur omnes fa&ores (implices, nuiio habito refpe-

«du fiue fint reales fiue imaginarii, vt ea hoc modo exprimam*

P — N (a -+- z) ((3 z) (y +- z) • • * • • (p. -+- z) (v -+• z) ,

£fa£orum numero exiftenre —n* Quo fafto, initio huius ca-

pitis vidimu», quemlibet faftorem puta a-f-s praebere
,

pote*

flatem xa
, per quam nollra aequatio fiat incegrabiis , atque

adeo oflendimus, integraie inde ortum, fi compendii gratia

JpOOiUIVUS V;|J j

x-*-'fxa X dx= X'i
fore

.X'- A'j + Z r 32 H- £lr-

,;)
.--r -t-

N

ita vt fit A/ r= caeterique coefficientes ita fe habeant, vd

ibidem docuimus; hic aurem fufficiet ad primum potiflimum

yefpexi'\e. Abfoluta iam prima integratione, fi eadem lege ek

aequatione femel integrata formemps quantitatem

Pm frq'(p- 1 )(«— 2_)-h,...-+-IUC*-,i )(b— ),

cnius refolutio in favores iam ex .prima forma P conflat, poft*

quam ia2p. dcmonftraui efle
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408 capvt V.

P/ -Nf(3 + ?)(y + s)(5 + s).,..([JH-s) (' + «),

ita vt fit P' —
. Hinc ergo fimili modo fador p -4- Z

fuppeditabit mul iplicatorem x p
,
quo haec aequatio integrabilis

redditur, ac pofito

x-t-ifjfi x'dx= X" t
-

‘

Tt fit >

X"— x-Z- 1 dxfx*Xdx t

integrale erit

V// /v// »*xar . cr^adr N*n— a»—f
dx d jr d x* y

exiftente hic A" ~^ Quodfi hoc modo

tot integrationes fuccefhue abloluahcur, quot vilitates tfontir.en*

tur in indice «, ficque omnes fadores fimplices formae P ia

\fum vocentur , tandem ad hanc peruenietur aequationem

Xul ~ A( * >

v
)'

1 quae eft ipfa integralis defiderata.
J Cum auteiti

Jhic futurum fit

At 11 » — a
* fh tJ| l(P ->-i)CV + !>••• •(» i-U*

«uidens eft denominatorem nafci ex forma fi loco st fcriba*

tur vnitas; tum autem fumto z~ i, prima forma marifefto

dat P^:A, ita vt denominator ifte fiat ri, ideoque A"‘ ) -Nr

,
-

quod etiam mde patet, quod omnium aequationum vltimi ter-

mini habeant eundem coefficientenn N, quo ergo in poftren a

inregrali ip(c primus terminus y debet efie affedus. Deinde
Tero eft ’ * •<

X^bx—Yx^^-ax/^- dx fx^- a ’- ldxfxa Xdx,

vbi cum numeri a, {3, y, etc. vtcunque inter fe permutari

poflunt, integrale quaefitum etiam hoc modo repraefentari

poteft

dxf^~l dx . . .

.

./**“»~ , d:r/VXa*.
1 * * - Corol-
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Corollarium i.
#

. . f r. 4- * .

1239. Totum ergo negotium huc redit, vt forma al«

gcbraiqa

V~ A-t-B(s—i)-4-C(2—i)(z—2)+D(i-0 (*—*)(»—3)-*-etc.

in fuos fucftores fimplices refoluatur, quibus iiutenti& vt fit
1 \

P rr N (a + z) (j3 -+ z) (y + 2) (v -+- z)

,

•
‘

”(
f 1 '

hirc integrale qiiaefitum facile exhibetur, et quidem pro fa-

gorum ,varia permutatione pluribu$ modi:., qui autem omrej
eundem vaiorem exprimunt, vti. ex. liequentibus clarius patebis

:

.‘
r

T
• .

.

* Corollarium 2. •
.*

1240. Cum haec forma integralis inuenta tot inuol-

(

Vat integrationes, quoti gradus, fuerit aequatio differentialis

propofita, totidem quoque conflantes arbitrariae ingerequtc,.

^uerr.aumodum indoles integrationis completae poftulat.
,

,
,-\ f

Scholion. ;i
. .

•'

124J. Quoniam intettrale inucntnm pluribus integra*

tionibus «fitr hraofutbm, ad vfura faciliorem conucniet hanc
formam in parte- reloqui, quae fingulae vnicum tantum figmina

integrale contineant. Hanc autem refolutkmem fimili modo
iqftituerq- li.cflt, quo fupra fumus vfi, atque hic quidem totum.

>

negotium ad huiusrrodi formulam reuocatur
^ 3

dx./.x>Xd^,„ '
, ],

quae manifeflo ita reducitur, vt fit
, 38 -

,

x --si,/**

*

x •

,
V - '

vbi tarren obferuandnm eft, fi fuerit wr/t, peculiari rqdaSiq^
ne opus efle, hocqaq^ caja fore

/^/xn x a*— ix ./xn x a x^-fx^z a-x Ix.

J

J.<± II

.

v
' F f f" *

• ' Hac
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Hac ergo regula vtemur in refolutione feqnentinm problema-

tum, quibus lucceffiue omnes gradus difFerentialium percurra-

mus, prae fcrmiIlo quidem gradu primo, cum aequationis

X= ob 1 J7 i» 1

: P — A -h N (z— i) —N (i+j),- - • 1 • ••

intcgrale ‘fit >

N y — x~ “—I
/x

a X 9 jr,
, / ;• ; ; {

quod nulla redudione indiget. *<
:

-

i
• < 'i

°.v ; Problema 167,
'

- i

1242. Propofita hac aeqnationq differentiali fecundi

gradus
,

•

X= Aj -h 24^ -f-
•*

i
-

:
r

eius integrale per formulas integrales fimplices euoluere.
'f

Solutio.

Cum fit

? j P= A+ B(« — i)-f-N(js— i)(2:— 2), r -i

Itytuatur

- P = N(«+ 2)((3 + «),

eritque integrale per methodum praecedentem inuentum N/irX/y

exillente

r^Xajr,

quae forma euoluitur in hame
‘

*-S- fxa Xdx— ^- fx?Xdx,

ficijue erit . .

.
A--P- 1

rj

1

/*“Xd*-f-- /x^Xdx, ~
p—<* a— P

Hinc
1 l
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1

Hinc nutem cafum excipi oportet, quo
(
3 =r«, tum enim fifc

X"— fxa Xdx^zlxfx^Xdx—/

x

a Xdx!x
f

pro hoc igitur cafu habebimus .

'

N y — x~~ f~ f x
a X d Xy feu

’
1 - My = i-“^'(/V/jr*XaA*—fx*Xdxlx),
Tbi quidem prior forma praeferenda videtur.

• • » *
. ,

* . »,

Corollarium 1.

1243. Si ambo fartores fimplices fint imaginarii, po-
natur • l

'

(a -f- z) (p+ *)—//+ 2 / s cof. & -t- zz f

eritque

a — f (cof. Q -f- Y— 1. fin. 6) et

fi ~f (cof 0 — / — 1. fin. 0), -

tDdcque
’

fi
— azzz— *fY— * • fio* 0»

Tum yero
'

x* = xf w;- •
[cof. (/fin. 0. /jr) -t- /- 1 . fin. (/ fin.

0

.

1

*)] ,

x~*=zx-f°tf * [cof.(/ fin. 0/x)— )/— i.fin.f/ finJ/jr;}, 1

quae formulae mutato figno ipfius Y— 1 ad et x—^ trans-

ferantur. •
.

Corollarium 2. ;
-

1244. Ponatur : breuitatis gratia angulus

/fin. 0 Ix ±=<£>,

et farta fubftitutione habebimus

rv
_X~f ,r * rof.^— /—i.fin.tyfxf^Xhx (cof*h*-Y . T.J^n ;

— 2 f Y — 1 • fin. 0 .

x—fcoj.t/ _'j.fin.(|))/jr
/cV - , X^vrCof r.fin.0)

ifY— 1. fin. 0

’

Njry=:

Ff f a vbi
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»*
V r v*» a ^cipy t v<.

vbi partes imagitv»riae fe fponte dedruont, fietqae
,

. ' prV?
•-/«w

.

N jrjr:—-—r (fin. (J)/x
fe<,f,<X dx eof. <P— cof. XcljrGn.

(f>),

/ flO»-*; • v
. .

-
r

-r
•

~'

v
'; ' Corollarium 3. . ... . ..

1245. Forma ergo haec realis motio inuenta aequi-

valet illi imaginaria implicanti

.v
3 a

Njt) = — / X B x
*

?

'

f jfl Xtbr,
7 . .

. p— a a—
(
3
J * 1

fi Fuerit i .

‘ * Arp
i «l » *

' : .• t i

It'

i
• 1 i.j i.

(a -f- z) (f3
-+- z) — - f z cof. & -i- z z,

ponaturque $ ^r/fift. F/ quae redu&jo femel Fafifa etiam

in fequentibus vfum praedabit.-;*; " —
r .

Problema i£S.^
.) ,,

j; x
tr , .*24<J. Piopofita hac aequatione differentiati tertii gradhal

• •>

X — A/ -f- ”iLl> -t-
c
i

V

- y ,
- f

eius intcgralc per foriqulas integrales iimplices euoldfife.
' % * v c i'-- '

,
• *'*•, — *•

* G£ O."
~ 0 -

> V’.
Solutio.

Cum hic fit
• —

» .. » ;

" •

P= x)-+-C(s—1) (z—a)-+-N(z—i) (z—2)

ponatur - 7

P — N (ct + z) ((3 -+ z) (y -+- z),

et cutn per integrationem gei^ralem prodeat N/= Xw , no-

tetur efie jL"'= ‘ X , fiquidem valorem jpfius,

X'' ex binis fadoribus a z et
(
3 -+-z iam iriueniitfusj hinc

enim per problema praecedens habetur
fS'

•x i

.
.i .flr- f

1—fx*Xdx
(i— « a— 3

* 1 • * *

f&X d *i

xnde
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C&P VT Vv 4*t
? " K

vnde colligituruc ai;, ' ... - > *•* .*
--

•

rxy v,r d

x

_ &r*f**dx_ _ /*v *
, ?.,* ;.

j x A
(p_«;(v_ a) ({3

—

t

?

-f-
^-u^Xaxv- /^xa*
(.a— ^AY-,P) r

(a— p^CY — P)

.; r o o„
Eft Tero •• *.•./

•: - - * -.•*_/;- **
‘«

' •'
' —i

(
(}— a jfV -' a )

"
( a — P )( > ^-1^1 t <*— LiP*—

>

; ;

quod quemadmodum cum per te liquet, tum vero ex Theo-

remate §. 1

1

6fi.

.

demonftrajo perspicitur. Quocirca imcgralq

quaefitum ita
1 obrrti^f^gxp^flum

x~~ afxa X 9 x'
1

' x—Pfx&Xdx
^N XJ ~~

(P—OLj^y^a.) r 0*^PXy-^ (*“YXP~Y.) •

Corollarium i/

4447. Si forrtia P duos habeat fadores aequales ,
vt

fit p = a, quia tum cft <.
.oH .1 --

X" — /4** X dx , erit - '

'

xy%'’3Xz^L^fl‘/x‘Xdx~-^-fx^-'‘-'ix/ic
iX3x t *l

M y i /W * * **

y~^-<f.

\ ,r^Xix-^-fxWx;
,7
—

I. . 1

r * /V^X^ri

f

x

y~*~ , dxfx*Xdx- — -/"a
' y— a

vnde colligitur,
f

.r - '

;

IWs ill/y/i1Xdx--i_t
/vxai+

,

’ Y — • (Y-«/ (Tr*a>

Corollarium 2.

1 248 . fomills forma oritur, fi fumatur y = P> ttlfli

enim fit
, „

F f f 3
5 /xy
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IH cva rv t y>
.. r - V . •

fxyX"()p-~ ,fxa X <)*/—-— +• - * r~ />0X 3x
'

•* •

*'7

ideoque
(

.. .

~
".T_' "/f"

** V

N i>=^Z*f>£

/

X?x dx~ -r
g^ v;> y

. arV*-X 3*

V "
•• h' • v ;•/

,

*“*
'jf -

r
.

' ) (P~~ a)

, n ,
,

. , Corolla? mrn 3.

.
1249. Quodfi ajttem omaes tres favores' inter le fue-

rint aequales a — fertt?? 'r, _“y
j
—t ;-

*- -V fx^X^dWT^f^/^/j^xdx; tr.-ihiyi'- r l o:o

idfioque hoc cafu 'intcgrale ra Uucinifte exprimitur

.
N X 3 ar.

'
’ ^

*
' V’ V Corollarium v^..

»25°. Si duo favores fint imaginarii, fcllicet

-7
(

(“ /*?*>(P± «) ==//dt s /* fof. f -fe* a,, ol*

“ — f ( cof. ^ -f- j/— i. fin. 0) ce i ; “T D 5?»

P=/(cof.tf— fin.O, — ' —
poftremtrrt quidem noflri integratis menjbrum manet reale ob

<• ~V(0 -- r) = v r- * v f«w -+-//,
at bina priora fient, pofiro $ — /fm. f / r

,

i VuA ' ‘i ' v; JJirv I, / r*/ v * — ^ \T ^d"
* c°r

- fr- >
7~ 1 • ^ 0) /V”7

' x frr rcof! <b^y-i . r.y^
v M

— 2 i i
— i-fin.t fy — / cofie -f- /_ T. q „.0;]':"$fo3

-t /c ’ f

f cor. d?-.- }/— i.fi a.r ' CO r.(fr-T/- i 4/i r
.(j))

‘

'j, ^ y
i*n-

* ly ~/(co[. 0— K _i.fi n.4,j \
*

quae reducuntur ad hauc formam ’ renlera

<r-^^Vcr.^fcr.^gr>y
Jfin.^yy—zyfcoU-t-ff) . -3 T

*

• t 1 * Scho- !
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/ '
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t *r

r
V T , r *•

—

C A* V T 'V. 3

i Scholion, '

morab*. Favores autem aequales |,ie 5 t

"°" amP^0,™-
gradibus accuratiqs pc rrfq uj e 1 v7fum • T" pr0i!nS ulis

»d euolBrionem

do .b, eflem vius., Huiusmodi* .„tem JSJdvi "1Cth °*

ginarios hic non {^rmrcfcendnm cnmTnh
f;l<fiores ,ma*J

hil Cub fpecie 'infinite parnr neglretnciiim
10C ne£ot,° n!“

auttm fune errores fili nifos r„ n^ -occnr.rjft. f^x hoc
vitium flbtile 4„„'ciar,"ut ob ocotoijS’ md

,fana emendatione hic euoluam. Qnaeftio fciliVpr
: "

r
ncce~

-

ftud huc vedir, vt- valor harum duarum
_X_ a

r.x
a X 9ar_ Jr^fx? Xdx -

'•*

*, V ‘ - *

, , •

(/3 ~ Cy ~% '* -41*5

crer^h^ r«£?£#5^ ex-
1

cula euanefcjetiteu e t cum /it

^ 5 ex,ftente " P3«i-

hinequp •

— .x^ ar“ x^ £u 1 x

.i
'

- *-P
•t M

'
‘ i

—
•

(i -f- u J .v)
,

'

-• t , , ; . w
= x-«(i — u/r),

habebimus

» \

i f
»(V<«Ky— a>

Quia ouoc eft
^ .

.

y ~,a r~.y— p “t rr
prius membrum induit hanc formam

^r)Ara X3xftj+wfr)
. •<• i i r v tT 1•p;

» -A

V,

jr*“
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• « •

*

x— « r r* v j_r ar- a/** x a-*
.

•'

<hy — P;
:

(y —
:

pofterius vero euolutum mam •

1 ^x~ a rxa \^ x
t

.V- Ixfxa Xdr— x- a rxa Xdr!x
^

'

<nY-P> Y-P_ ;) -

Ccque valor quaefitus cafu C = a concluditur
^

,

v- *rixfxaXdx— f
a Vdrlx) x- a

/VVa.v fe|J—
“ y—

a

(V~ a/
’

1 - * - fllfx*Xdx 1 Jx*Xdx f

y — a/ X Cv ;

—

tiitre formulae pofterius mcirbrum y quod iq vitiofa illa me-,

thodo erat omiffum, inde refultat, quod hic ad dicri.mfq ifW,

ter exprefhones y— a et y
—

{3 refpeximus
,,

quaro necefj*,

tiam cautionem fupra negleximus. . « v.*

O /

• ^ .

V

Problema 169. ^ .

*»~» T !

xaja. PropoCta hac aequatione' differentqjli q^^rti^

gradus - * - ^ «
r '

:

# p) 1 ^

X = + + .*

1

eius integrale per formulas integrales fimplices euoluere. • * :

’

Solutio. ; *

Formnta hinc expreffone algebraica

' p— A-*-B(z-i)-+-C(z-iXs- 2)-<-D^-0
,f*— 2)C«- 3)

*+ N (z— 1 ) (z—2) (z.—3 ) (z—

4

)v

(latuatur

P ±=N'(« -t- z) (P
•+ *) (Y -H *) 9 »f

n et

Digitized by Google
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et per praecepta generalia eft

Nj zzz XIV
, exiftente Xlv— r~ r /X///

x* 3 x,

fiquidem Xw ex tribus prioribus favoribus determinetur, quem»
admodum in problemate praecedente eft fadum. Valorem fet-

licet ibi pro N xj inuentum hic per at*” 1 djc multiplicari

Oportet, vnde oritur v .

fx*X"'dx=4- x*—*fxr«X 3y v :"^/VX9r~-
(p

—

ct)(y

—

a) (S—x) (fi—a)(y—a)(§—«)
yy-P/jrPX3x . fx*X2x

**rV*yXtx _ fx*X$x

»

«

(a-y)(p-yX^”V>' (a-» (£-yX^-yX
vbi ob rationes fupra demonftratas tres poftremi' termini coi-

fx*Xdx ' <

ita Yt fit integrale quaefitunj

x-PfxPX ?x

lefcunt in -i-—
(«—b) (.(3—b){y—S)
x~ afxa X?xN xy=z

+
(fi - a) (y - a; - a)

. (*-fi) ty - (3) (.6 - (3)
~ ^ ^ I

x-y/xyxdx
(a-y) (p-y) (5-y) .

* (a-*aj,(p-5> (y-5)

fiquidem omnes fatfores fint inter fe inaequales. Cafus autem

quibus duo pluresue funt aequales, in corollariis explorabiitiu^.

x~*fx*Xdx

Corollarium i v .

• » « 253 # Si fuerint duo faftores aequales nempe $ryj
feu fi fit

P= N(#+ *)((3+ 2) (y -4-z)*
. „ jj

ex eadem forma pro X//7
ante inuenta oritur iategyalc

^ Vol. 1L Ggg Nat/

/
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N x"~ af

x

a Xdx J_ x~ y/xy Xdx
*' V .7"

(p— a) (y — a/
: ({3— a) (y— a/ .

- - x~ yfxy Xdx

...
•
(«—'PXv— («— PXy—P)* . .

x~y fi*fxyxdx
-
|

' X J
. .

, v)(p— v)
*

vbl membra negatiua ita repraefentari pofliint

x~yfjcPt x d x / x
'

i \
:’

7
, f
U-T P) V(y^7 Cy—7)V '

Corollarium 2.
; j

1454. Si fuerint tres fadores aequales, rt fit

C PnN(a+ s),((3+ z)3
>

iieoque 3 =v— P) ex formula §. 1248. inuenta colligitur

integrale - <*
- ^ - -- • - —

.

.

x~ a fxa Xdx x-PfxfiXdx
Njf

-r— '((
3 -^j* (P~ “)’

' (p — «7 «—

P

' ‘
-

- Corollarium 3.

1155. Si omnes quatuor fa&ores fuerint aequales,

vt fit

, P — N (a -+- z)4 ,
exiftente 5 — y r= (3 — a

,

ex forma pro tribus aequalibus §. 1249* inuenta fit integrale

. CoroI»
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Corollarium 4.
1256. Si habeatur

(
3 ~ a et 5 r:y, vt bini fa&ores

fint aequales fcilicet P — N (a -4- z)
1

(y 4- «)*, ex §.12+7.
vbi fa&ores erant (a -+- «)* (y+ z), colligitur integrale

N xy-
v—y

JL f—fxaXdx— —
(v-«/ * (V-«)

S
fxy

~~*~~ tdxfx*Xdx

'-^fx*xdx+-?^jxyxdx+-?^-ri±fxyxdx;
-clY

j
(y-a/

7
(y-a/ 7 *(y-a)

quae ob

fxy
~a~ t dxfx<rXdx- fxaXdx

1

y— a

contrahitur in hanc formam

y—a
-A>xa*

N*r=—- f—fx«XZx+-^L f
d
-±/xyXdx

(y-a)* > * (y-a;V jr
7

«1

r»

2 r 2 jr
- ^

(y — a>
1 fxa Xdx— -fxy Xdx.

C«-y/

gradus

Problema i/o.

1257. Propolita hac aequatione differentiati quin»

v _ A v ,
C*VS9>_ , n£lil2. .4- 1^2 -4-

“77 ' dx* ~ ox‘
— dX* ~ dx* *

eius integrale per formulas integrales fimplices euoluere.

Solutio.
. *

^ .
.

Cum hic fit quantitas algebraica formanda

P:=A-t-B(z— ij-f-C(z — i)(z — 2)-+- • • • • •

. . . 4-N(z-i)(a- 2)(«- 3;(*“ 4)(«- 5)

*: .
' Gg g 2 flatu**
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ftatuatur

P rr N (at + *) (j3 •+• a) (y -+- z) (5 -+• z) (e •+* z)

j

ac fi hi fa&ores omnes fint inter fe inaequales, ex integrati

praecedente nouam inftituendo integrationem prodibit integrale

quaefitutn ... ...

_ x~*fx*Xdx x-PfxtXdx
Nxy: +

(P~a) (y-aX^~a)(f-a) (a-p)(y-(3) (e-(5)

• , , ,

*~vfxyXdx ' x-5 fxs Xdx
-- (a-y) (

f_V) (a-o^iP-oXv^X6-^)
x-tfSXdx

(a-s)((3-i)Cy-re)($-~e)

Cafus quo duo pluresue fadores funt aequales,, in corollariis

euoluemus.

• 4
'

* Corollarium i.
1

1258 . Si fuermf duo faftores ae quater, rt fit

PzzN(a-+l2:)C^•4-^)(y-+•2)C5-^-s)
,

, ideoque e=5
ex praecedente problemate colligitur integrale

x- afxa X^x-xr- s/xf Xdx
.N xy~r-f-

-4-

(f3-a)(y-a)(5-a/
*-?'fx*Xdx- x- *fx9 Xdx

(*-PXy-6/(4 -fflr

(a-y) ((3—y) (3-y)1

x-*f^fm*XZx
, >

(*-5) C(3-5) Cy-5;

Corol-
f S
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Corollarium 2.
* — -- • ' *

H$ 9. Si fuerint tres faftores aequales, rt fit

P — N (a+ 2) (p+ z) (y -4— «)*> ideoque

g “5 rr y
ex corollario x. problematis praecedentis colligitur

N -. *~
a
f*

tX*x-x~'rfxy 'X-dx x~yf^fxyXdx

(P — «Xv — «)
3

(P — a)(y — a)

jr^/x^X Vx>X djg— *~V^/*7Xa*
'

C*— P; <y—
f

--h
I

(a y.) (p~ y) -

• Corollarium 3.

x 260. Si quatnor fa<ftores fint aequales, Yt fit

P= N (a •+- *) (P -+- «)
4
, ideoque

.% . »

e r= 5~ y— p, erit per §. 1254

• KT x~ a rxa Xdx x-PfxPXdx x-tf^fxPXdx

(P — «)
+

(P ~ a)
4

„ ‘ (P — a)
1 *

x-tflffZlfxtXdx ^x-f/^Jiif^/x^Xax,

•
, (P— “/

'

Ac fi omnes quinque fint inter fe aequales fett

F±: N (a -f- 2)% erit integrale

N xy — JT^f^f^f^f^fx-Xdx.

Corollarium 4.
126x4 Si P habeat duos fa&ores quadratos, Yt fit

P^N («-na) (p+g)* (y -*•«)% ideoque Szzy et e==f3 *<

Ggg 3 erit
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erit ex §. 1253. iotegrale ,
redu&ione neceffaria fa<fia

,

xt _ x’~
a fx

aXdx— .r
-!J

jrp X?hr x~yxy X 9*,
--t-,jr

-f5
.v(

3 Xd.v

“
((3 — ct/ (v — «/ (P— «n«— V/ C^— Y)'

r. •
. Jf- p/ ii/*0 x a *_•_ x-y fxy Xdx + x-t firP X 3 x
^ (a— (3) (y — (3/ / •

;
C«— P) (f3— yX” '

.
.-3

. r x~yf^fxy XdxjL x'~y fxy Xdx + x-PfxP Xdx
\
*

(a— y) ((3— y)\ («— Y) CP — V)
s ' ^ *

quae porro redigitur ad hanc .formam ~

:

^fjTXdX; x-tpZfifiXbx_ x-PfxPXdx
NX) -(p_a (a—P/(Y—

(

3/ (a-^) 1

(y-fi)* (a-fJ; (y-p/
x-yrjfxyXdx x-yfxVGx _ 2x-yfxyXdx

(a—Y) (f
3—YJ>“ (a-Y/(P^V/)* 0-yXP-Y/‘

‘ Corollarium 5.

1262. Si P habeat et fadlorem quadratum et cubi-

cum , Tt fit

\ P — N (cc^ z)* (y

®

0S ideoque p=za et t~ 5= y>

ex §.1254. colligitur integrale

' ' x~ a f^fx* Xdx 3 /“jt® X d x
Nr;= x.l rj

(Y — «X
' (y— a/

x~yf^fd-Sfxy Xdx 2x~y/^fxy Xdx 5x-y r^yXdx

Ca— y/(a— Y/ '(a— y/
X •

.

’
' f ** | • .• -

Scholioir.

1263. Ex his formulis parum confiat, quemadmo-

dum eas vlterius pro maiori fadtorutn numero continuari o-

portet, fi quidem faftorum aliquot iuter fe fueriut aequales ;

•*’

-

- inte»
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integralium enim partes
,

quae factoribus inaequalibus recon-
dent, legem feruant manifeltam. Quae autem partibus aequa-

libus refpondent., adhibita certa reductione commodius exprir
mi potiunt. Veluti pro cafu corollarii i. & breuitatis gratia

ponatur a—5=/», (3— 5=:? et y-5nr, forma x~ifxsXdx
dudta e it in
*

. >

l. i _j i reu
(f—qUr— p)pp lf>— q)(q— r)q q — — r)rr>

Ij-rljiirr+lr— p)pprr~h(p — q)ppqq
IP— 9 >(9— r)(r

—

p)ppqqrr *

cuius fradtionis numerator eft • •

—<?—f)Vl— 0 <J— p) (p q r

ita vt haec fradtio reducatur ad iftam

— pq—pr— pr £_ (l . l i l\

p P q q r r p.q r 'P * 9 r'

qr)>

•
, i\ ‘ -%*. i

Quando ergo eft - - - -

" P = N (a -b z) i (3 -h z) (y+ a) (5+ 2)»

,

integrale ita fe habet

jt _ x~ afxa Xdx
f

x-VfxtXdx
t

x'~yfxy X 9 a ,

(p-a)(y-a)(5-a/ (a-^3)(y-p)(5-(3/ (a-yjp-yXS-y)*

-+-
x~V^fxSXdx __ x~ s fxs Xdx / 1 + 1 1 V
(a—5X(3—5)(y-J) (a—

5

j((3—

5

)(y—S) \a—5 (3-5 y-5/

Pro cafu autem P~M(a+z)(p+' z) (y -+• z)3 'habebitur
-

r
x a/xa X d x jf pfx$ X dx

J
~(P—a)(y— a/ (a-p)(y-px
^X-y/^f^fx^Xdx _x-V^/xyXdx / t j v

(a— y)(^—y) (a—

y

)((3— y) Va-y^p-y/
x~ y/xyXdx / r 1 1 \

- C«-y;(p-y) \(a—yy (p—y//
Tura
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Tum rero pro eafu P zs N (a -f- s) ({3 -4- *)4 fit

KT *-«/vxa* *
Kxj—— -+- 2—-—i-

(P-«/ a—

P

, x-^fxtXZx
a-p a— pa—

p

3 xa*
(«-P/

•
•• v \tt — p (« — p/

At pro cafu P “ (« -t- s) (p -j- *)• (y -+- s)* integrale ita fe

fcabet

_ T 'x-
afx*Xdx x-fifi*fx*Xdx

(p— a/ (y — a/ (a— p; (y — p)*

-

*~ P/*PX3* / x'

H 2 \ J^Vg/^Xa*
(a—p; (y—p/ v*—p y— p/ (« — y) (p — y/
x'~y fxyXdx / i ' a \

(.a—y;(p—y/\a—

y

p— y/

Denique pro cafu P — N (a+ s)'(y+ s)3 eft

H
* a *

__ »—/*» X 3* 3

(V— a)3 Cv— <0* V—
x-yft±f>*-fxy X dx x- yf^fxyX a*

a

g

(a — y/
x-yfxy XZx

(a— y/ a—

y

— - 7 J
(a— y) («— y;

Vnde indoles harum formularum iam magis fit perfpicua, fi-

mulque patet partem integralis ex aliquot fa&oribus oriundam

non pendere ab aequalitate reliquorum. Quocirca iam pro-

blema generale aggredi licebit.

Pro-
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Problema 171.
' ' 0

X264. Propofita aequatione differentiali cuiuscnnque
gradus huius formae

x— Aj,y
Bjf ^ y

1

Nx**s
d x'

"*d
i ^ 2 1 r —- -T- • # • • -1

x » frx d x% • •

ex qua forma algebraica hac lege formata

P=A -t-B (z—1) •+ C (z—1) (z—2) -bD (z— 1) (z—2) (z—3) -+ . .*

i • +• N (zr— i) (z 2) (z »),

omnes ia&ores habeat inter fe inaequales; valorem ipfius y
completum per lormulas integralcs fimplices exhibere.

Solutio. -
,

1

Sint primo formae P omnes fadores fimplices realea

(

P =: N (a -4- a) (p -f- 2) (y -f- . , . . (y Z),
fk&orum numero exiftente =n, et ex antecedentibus patet,
ex quolibet fadlore nafei integralis partem. Ad has partes
inueniendas, eliciantur fequentes valores

1.) polito z=— a fit 31
~

feu 21= J|,

2.) polito .2=— p fit 8=^, leu &= £, '

3.) polito «=—y fit feu <£
— >-,

etc. .

Cum igitur fit

(P — *) Cy— «) (5— <0 • • • (y— a)= 1, -

littera N ex fuperioribus formis per diuifionem tolletur, fiet-

que integrale quaefitum

^=i Jr-“/x“xax-i-^-p/^xax-+-^v.vvxax-f,etc

quoad finguli fa&ores fuerint exhaufti.

tol. II, H h h Quodfi
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Quodfi iam forma P fadores habeat imaginarios:, par-

tium inde ortarum imaginariarum ad realitatem redudio fe-

quenti modo inftituetur. Quoniam bini fadores fimpiices, ima-

ginarii praebent fadorem duplicem realem, ponamus

. J-..1 -h ») (j3+ *) =// 4- * cof. 0 -i- z z i
v

ita vt fit
f

a—f(coC0 -+-}/’— i.fin.0) et (3=/(cof.0—Y— i.Gn.Q^

vnde primum valores lirerarum $1 et 58 definiantur, quarum

cum ytraque dexiuetur 1 ei' forma illa pofito z~ — a haec

vero pofito z —— p, in ipfa forma
||

loco 2 rbique feri-

batur
i. — f-(cof. 0 ± V— i.fin. 0),' r i

prodeatque 9>±QV— *• Ac perfpicuum eft fore
'1

21 = $ -+- Q /— 1 et 55 — ^3— Q )/— 1
,

^bi' notandum eft, quantitates et Q effe rcales. ' Deinde

cum fit
?

jf»[co f, (»7*)-+- ]/— i.fin. (»/*)],

fi breuitatis ergo ponamus angulum /fin. 0 / it^ <£> ,
erit

xa= x}C0j' >
(cof. (p -+- y — 1 . fin. 0),

*_a rrt *—/<*/•* (cof. (J) — y/ — ii fin. Cj5), o
— jc/w/ 9 (Cof. <£>_•/— 1 . fin. Cj5)

,

rr <.*-*= #“*/**-• (cof, x.fin. <p). - 5 / T

Quare pro binis partibus

± jr-
a
/ jc“ X 9 * 4- ^

P/ X d x,

ob 2l58 = ^^-+-iQiQ habebimus

x~* 4

^ nv/-i)(cof.Cp—/-x iin.Cf)}/jt^'
tf

(cof.<J>-+-'j/-i .fin.(|))X9.Q

-+-OOc(^-+-O/-i)(C0l’*
(f>

-f-V
/- 1 >Gn.(p)/xfC0j\cof.(p—/- 1 .fin.4>)X3xJ

, ,< * s

‘ qUiC
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quae forma ob partes imaginarias fe tollentes reducitur ad

hanc

J

2 *-/«/.! (y cof. (j)_ q fin . 0)fxf «/•* X 9 * cof.

-+ a X~f*‘ 9
(Cl cof 0 -4- fin. 0) /xf* 9 Xd x fin. 0 \

, y> y>~h ao
Talisque forma ad integrale accedit, quoties forma P huius-

modi habet fadorem duplicem //-i- 2 fz cof. $ + z z.

. — .
,

'

1
: •

‘ ‘ *
. i

.Corollarium 1.

F tfi ji?»*?**- fadorum fimplicium ipfius P qui-

dam funt imaginarii, eorum qui funt reales euolurio inde non
perturbatur, fed ex lingulis partes in integrale inferendae a

natura reliquorum fadorum minime pendent.
- * * .

> •- i *

•* *
f

. Corollarium 2.

12 66. Pars integralis ex binis fadoribus imaginarii»

feu vno fadore duplici oriunda aliquanto fuccindius reprae-

fentari poteft, fi ponatur -

= O cof. £ et &= O fin.
,

fic enim ea fiet

£ jTJe* *
[cof. (£ -4- 0)/x/<* # X d x cof. 0

-+- fin. (£ -4- 0)fxf** Xdx fin.0],

vbi ^ et $ funt anguli conflantes
, 0 vero variabilis ob 0rr

f fin. 0. 1 x.

Problema 172.

121*7. Si pro aequatione diiferentiali in praecedente

problemate propofita quantitas algebraica P inde formata duos

habeat fadores fimpliccs aequales, integralis partem inde ori-

undam inueftigare. .!
•

; V". .

s
i

H h h 2 Soltt*
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'

. -i

jsjanm>9.

Solutio. ' V"~’
„* » In fotma ergo ante exhibita

P zz: N (a -t- z) (p •+• «) (y -t- z) (S -f- z) etc.’
.

pqnamus efle p r:a, quoniam vero tum vtraque integralis

pars oritur infinita, altera figno -f-,
:

altera figno — affefta,

ita vt iundim fumtae partem conftituant finitam, ad hanc cl£

ciendam (latuamus (3~ a— u
,

denotante u quantitatem euu
nefcentem, eritque . .

.

21 zzl—

-

N«(y— a) Q— a) (e

—

a) etc. et

33 — -h N u (y— p) (S— p_) (e— p) ctc. *

« _ :
' trn

Ponatur tam
_ _

r

t . i .

p — p o
la + *)(p-(-s>

^
( a -+- z )

l

Vt fit
“

:b

• in*, .y*»

• I

. v.
»

* v* „ . i i v

.

W . I

?•, i:Jt

Qr=N(y + z) (5 -+- z) (e -+• z) etc.

tc taanifeftum eft fieri

Sfrzz— io Q, pofito zd±— a et
;

83 r= 0) Q, pofito z—— p=— a -t- uij
'

1

vnde intelligitur valorem ipfius Q pofteriorem excedere prio*

rem fuo differentiali d Q, fi fiat

z zz:— a et d z ~ to,

it* vt fit .
. ,

•

*-
* SB zz: w (Q.

»

pofito Sl £Z -— a, • i\

hincque
*

i. zz: 2- — . -i- S. cxifiente i= — -i- :

f.i,. ® -a. •• «a, v, :

tum vero cum fit
* ‘

,
•

z= x*x~ “= jt“ i(r — w / jr) et p ss.*T “ (i « / *)

»

binae partes integralis quacfitae erunt
’

4ow>~)
’*

.{ * d

Digitizcd by Google
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— * *-*fx*Xdx
•+• a-

*** -w/jt),

vbi cum membra per eo diuifa fe deftruant, refultat

~ x~ a
(Jxf

x

aXdx—fX° Xdx l x,) -+* -^3. i. x~ afxaXdx
»v f 5C» - 1

feu • .
‘

.

lx- af^fxa Xdx-*-J-.d.l.x- afxa Xdx,

fiquidem ram in valore ^ quam in J-d. vbique loco s ferf-

batur — a. Cum’ vero fit Q.— fr*
valores inde fa-

_ . -j—r- j * a “i~ —

'

cuc inuemuntur.
*"J * : v ‘ rt*|

‘ 1 Corollarium i. < « _
1268. Quodfi ergo quantitas algebraica P ex aequa-

tione difFerentiali formata fattorem habeat quadratum (a-+-z)“,

inde in integrale transferenda cft haec portio

l^±*fx- a/2f/> X 3 x -+- i d.ia-t*r . r-Yr4 X3 r,

pofito s=— «i dum fi hic faeftor a-hz eflet folitarius in-

tegraiis pars inde oriunda foret

^±1 x~ afxa Xd .r, pofito s =r— a.

Corollarium 2.

1260. Cum fit Q — ,
—p

- ~ ~ , cafu a =— a fiet

Q=^; verum quia hic ipfi s iam xalor determinatus eft

tributus, hinc colligere non licet, fed prima eft vtendum

qua fit ^ llir

*

P 9 35

> cuius fraftionis cum numera-

tor et denominator cafu a= — a euanefeat, erit pro eodem
cafu

‘ ' aj>,—. >»ar m a»

v

a»i>

318-i-aj1 i*» *3**
%

r.K= .• cw,'..} * :» * : «. y— Hhb 3 Corol-
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Corollarium 3.
'

~ ~~ •
:•

ia.70. "-Hoc valore inucnto
,

quia ofl; eodem cafu

*=— «> quantitas erit

feu
'13 1 —

»* ' a. . aa,<> *
1

a. 1— ii» a. _j_ ,j p“

a <# **

a Q « JzJ*P
aar* ’

a» ” s
' ” aTp’

ex quibus formulis, fi favores ipfius P non fint euoluti, par-

te» integralis facilius reperiuntur.

Problema 17?.
1271. Si pro aequatione differenti ali praecedente

quantitas algebraica P inde formata fatforem habeat cubicum

integralis partem inde oriundam inueftigare.

Solutio. •

‘

' v « * * A . #i»|j .

Ponamus ergo cfle

Pr (a + xf (y a) R, exiftente y— a —- w,

vbi w pro quantitate euanefeente affumitur. Quod ergo ante

erat Q, id hinc fit Q == (y -f- z) R ,
et fa&o z —— a, erit

Q— — (11R, fi etiam in R ponatur z ~—a. Deinde cum fit-

* i&— R -4- t*r

a

— n
d Z 4 Z

eodem cafu erit

u> 3 K.

J »

1 ^ 1 1

a » ’
51 uuR

3R' t 1
" uu R

r a *
'

w a » R *
01 .. Ras

Quocirca ex faftore quadrato (a •+- z)* per praecedens pro-

blema haec obtinetur integralis pars ,

---L Jr"V-/^a Xajc-(-L
s
.-f-4- di±)x-*fx*Xdx 9o>R •* x J 'oioiR u iz R' J 7

eoius ambo membra in infinitum excrefcunt ob u=:o. ;
•

r
~ ^ * • ,

• \

Adiiciamus autem partem ex tertio faftore

s y-{-z~a— 0) -h z
3

oriun-
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oriundam, quae ob ~ (a-t- «)* R eft

' yfxy X 3 x
,

pofito « := — y ~— a-4-u.
( a -t- S )* R

Quod fl iam R vt ante is fuerit valor, qui oritur pofito z ~— a, augendo hunc valorem particula w, loco ~ fcribi debet

' -h j± a • -+. a a. 4. etc .R 6 z R l.ijt' R

fi quidem valorem z~ — a et hic retineamus: vnde haec ia-'
1

tegralis pars ob a-hz~ a erit- . i ,S

a. i a a. i ) x- a / jr
a- u x a a-

;

(~x oouK' uuR. uds R in’ " R'

ficque iflum ipfius ^ valorem vsque ad fecun-

dam poteftatem ipfius w continuari debuiflfe, atque eadem lcg&
hic alteram partem x inuoluentem exprimi conueniet, Atti

quod obferuo , fi habeatur huiusmodi formula xu f
x~~ u Vdx

fecundum poteftates ipfius w euoluenda , id hac ratione com-
modifiime fieri. Pofito

v = x“fx- a Vdx;vt fit x- u v=/x-^V?x
9

etit differentiando a t— —V . 1?— V d x
, quare pofito

v — T co T' -+* oj
1 T// us T///

etc.

habebitur, terminos fecundum poteftates ipfius oj difponendo,

aT+ oar+ wuai^+ ^a t/'v 4- etc .

?

_J
— V 3 x — (i)T^-(otiiT/ --(ii3 T" ** -etc. C

“ 0
x .L *• _ x x ~ J

ideoquc .

Tr/var, rr/^/Var, T^-f^f^rVdx.ttc, 'j

Confequenfer mim in applicatione fit V — x“X, erit pars in-

tegralis ex facftore y-+-z“a— w z nata

*. ,0 . qua
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+3 * CAPVT V.

qua cum parte ex (a-+-z)* nata iundtim fumta, omnia mem-
bra infinita fe mutuo deftruunt, et pro quantitatis P= (a-t-z^R

fadore cubico (a-+-z)* in imegrale ingreditur haec pars

/t? f*“x dx
?i

a
- i- r*Vgf' x **

+ X~ afx*Xdx,

fi modo in quantitate R — — vbique feribatur z = - a.
‘ % * * * * 1 * ' * ; v «

- Corollarium i.
' Tf ~ X.^ ‘ - '

r

1 • Methodus Itr ferfutione huius problematis ad-

hibita facile ad quotcunque fadores aequales extendi poteft.

Si enim fuerit (a-t-z)"* fadtor quantitatis P, atque in hac

fradtione
v 1i- fuisque differentialibus , poftquam

.
fuerint

• *ioi ut!» jC. „ .. . . ~, It . . _
euoluta

,
ponatur z =— a

,
partes integrans mde natae ita fe

habebunt. , . .

Fadtor

quant. P .a-t-z fa-t-z)*

• * \

(a-f-z)*

Pars in- — x~*fx
uXdx x-*f*

xjxaXdx ^J1x-/^f^fxaXdx
tegraiis. .01» ' dS*+*r.x~«fx*Xdx jLd. iZ2£.jr*fi£fx*Xdx

hio, v , , a ^dd.^.x^Xdx.

Corollarium 2.

12*73. Si fuerint duo plurestie fadtores duplices inter

fe aequales ,
fumtis

a —f (cof. 0 /— i. fin. 0) et

' p:ir/(cof.0-

—

Y— i.

partes pro (ct-»-z)
s

et (fl-t-z)
1

teorlim cuolutae methodo fu-

•••V V' , C !

’

Pra
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pra adhibita non' ditEc ulter coniungentur, ct id reaHtitdnV-rei

ducentur. \ «- ;* ‘\ •- CF c -s D +-

Scholion. H r-f- n-t-

1274. Simili methodo, qua hoc caput eft pertraifta-

tum , in euolurione capitis III. huius fedionis rtt oportebat

,

ncquc_ tum rllum periculum in errores proiabendi furflet pen»

timefeendum. Superfluum autem nunc foret, errores ibi cordw

miffos hic emendare , cum non folum methodus plane eflet

eadem, fed etiam aequatio hic tra<ftata facile in formam ibi

confideratam transmutari queat Quodfi §nim in

afeqhatidiit
* clpiHTTff. :

y — A .. , Bjy , ca> y Vi'

y

1 ••

> • •

—
• y T e Cr

!,

flatuatur x — /«?, vt fit dx — ~, funftio autem X abeat in

fun&ionem ipfius .«? quae fit V, proueniet aequatio eius for-

mae quam
,
hic. traAauimus. Dum' autem ibi elementum d

r

jr

pro conflanti eft liabltum, ad hanc conditionem exuendarti po^
U:tiii otw >i> : ••v j i .

’ :
T

. ».r>
nanius

. j
. . . , ..... . . / .. .

dj ~ p d xt 3j> ±1 q e) x, dq—Vdxy^t— sdxyet^» *

tt haec aequatio refultet .
<• ? »

"•

' rrnX irz V— 'A jrr+B p +’Cf

+

Dr+ E/ + F t + etc.
,

Nunc autem ob : dx 1= — adipifeimur, elemento dv conflante ’

r- 1 .111*111- I.-.I) .
-;«•* I t 1 ‘

: ,j _
•*'.

fumto ‘

:v " » - :
' ’

'

3 X it!
1

^ 1
* * f

a — ii w33y vi-y
“ 3 X '

• d V*. ..3 V ’

„ 3 n v* 3* y . 3 V* 3 3 yr ~7i 7^T — v a y~
3 v ’

J.
— 3_r _ v* 3* y _J_

6 -v* 3* y _j_ T V v d 3 y _j_ v3y
d X di* il)< i D* 3 V *

I
a . 10 v* ^
d* d V* dv*

Quare aequatio ititer' v et erit haec

Fo/. /I. I i i

2 -H 1LUJ12 ISJLUJUJ -H^ , etc.
i D* D® i -u

7

v=
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V =;:Ajr+*J|S
H-C -i- 3 D -i- <5 E -t- jo F .itrnt*-u|>

-+- D •+“ 7 E $5 F2
•aP ir U’’

r+r 1 5 F
; ;ir>

,
nf>n»l::i'U iiimiP. :

-

.
!:*

»

—-F
, 1 \ i: -;i ; ;irj > .. . '-"•'•f :’i 5iiiii;n ,

ir!'. li . ,ni(t

«litis integrationem hic docuimus. Imprimis autem notandum

oft quantitatem algebraicam <P hinc formandam rr • it

3o p = a + (B 4.C+D4E^F>('*- r)- ; r>, '> "i

’

’ +1C+-jD + 7E+ isF :)(s
,-i)(*-j)'

+ (B + «E+=s F) (z- i)(z - ,) _ 3) + eic.;

ad hanc formam reduci „ f .

. __
r

_

. __

P= A + i(s- i) -+• C(z — ty -i- D (z — i)s E (z — i )
4

ni A oi . nut . - •. » -A t . . 'joirtroJ)
•+• F (z — iV -+- etc.

-tot ll fo 0i:mima:f:.'atii9!inrr( .• ;i| •

-Ti> f . t

W? mm. a
‘8?,

br
1

a,c
^:i'\M*’ qu», ;n «P>« III. ad mtegra-.

txonem fumus vfi , hoc tantum -differt , .quod ibi littera z id

quod hic formula z— i expreflimus ; ex quo etiam ambarum
integnipo facillime -altera adulteram reducitur.

^

Conclufio libri primi. i /

.1275. Atque haec fere fu nt, quae ad librum primum
de. iPaictilo in^tegrali pertineri funt vifa

,
vbi methodum rra-T

dere inftitui, fundiones vnius variabilis ex data quacunque difi-

ferentialium cuiusque ordinis relatione inueftigandi; quod opus

mihi equidem ita pertraftafTe videor, vt vix quicquam eorum,

quae adhuc de hoc argumento ab aliis funt inuenta et in me-
dium allata, fit praetermifium.

<

,M..I I Ji.: i
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